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515 . 


Mécanique. — Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments 
linéaires des divers ordres. 

C. R., T. XXXVI, p. 75 (ro janvier iSW). 

.l’ai développé, depuis plus d’un quart de siècle, non seulement 
dans mes Exercices de Mathématiques, mais aussi dans mes Leçons 
données à l’Ecole Polytechnique et à la Faculté des Sciences, la 
théorie des moments linéaires. Comme j’en ai fait la remarque, cette 
théorie se lie intimement, d’un côté, à la théorie des moments dos 
forces, pris par rapport à un point fixe, et représentés par dos sur¬ 
faces planes,, de l’autre, à la théorie des couples établie par M. Poinsot. 
Elle a d’ailleurs, l’avantage de s’appliquer non seulement aux forces, 
mais encore à toutes les quantités qui ont pour mesure des longueurs 
portées sur des droites dans des directions déterminées, par exemple 
aux vitesses et aux quantités de mouvement. Il en résulte qu’elle peut 
être très utilement employée dans la détermination du mouvement 
d’un système de points matériels, et en particulier dans la déter- 
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mination des deux mouvements de translation et de rotation d’un 
corps solide. D’ailleurs, les théorèmes auxquels on est alors conduit 
s’énoncent plus facilement, lorsqii’avec MM. Moebius et Saint-Tenant 
on appelle somme géométrique de deux longueurs données une troi¬ 
sième longueur représentée en grandeur et en direction par la diago¬ 
nale du parallélogramme construit sur les deux premières. Entrons à 
ce sujet dans quelques détails. 

Considérons d’abord un point mobile rapporté à trois axes fixes 
qui partent d’une même origine O, et soit P la position de ce point 
au bout du temps t. Si l’on attribue gi t un accroissement infiniment 
petit àt, le rayon vecteur OP, considéré comme une quantité géo¬ 
métrique, recevra un accroissement correspondant, et le coefficient 
de Az sera, dans l’accroissement du rayon vecteur, ce qu’on nomme 
\?L vitesse, dans l’accroissement de la vitesse ce qu’on nomme Yaccélé¬ 
ration. Dans la Mécanique, on est généralement convenu d’attribuer 
cette accélération à une cause du mouvement appelée force ac,célé- 
ratrice, et l’on prend, pour mesure de cette force, l’accélération 
même. Cette substitution de la force à l’accélération est d’ailleurs 
sans inconvénient, et ne saurait être objectée aux géomètres par 
ceux qui seraient tentés d’elever des doutes sur les résultats du 
calcul; car on démontre que le système de deux forces appliquées 
a un point mobile peut être remplacé par leur somme géométrique, 
et l’expérience prouve que les accélérations, attribuées à des forces 
diverses, s’ajoutent géométriquement. Ainsi, par exemple, l’accéléra¬ 
tion d’un astre placé en présence de deux autres est la somme géo¬ 
métrique des accélérations attribuées à des forces attractives émanant 
de ces derniers. 

D’après ce qu’on vient de dire, la force ou l’accélération est, par 
sa nature, aussi distincte de la vitesse que celle-ci du rayon vecteur 
mené de l’origine au point mobile. Si quelquefois on a désigné la 
vitesse sous le nom de force d’impulsion, cela tient à ce qu’en Analyse 
il peut être commode de représenter une grandeur par une autre 
d’une nature toute difiPérente, par exemple une force par une Ion- 
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gueur, ou réciproquement une longueur par une force. Mais il vaut 
mieux, ce semble, afin de prévenir toute espèce d’équivoque, éviter 
de substituer les prétendues forces d’impulsion ou les couples d’im¬ 
pulsion aux vitesses elles-mêmes ou aux moments linéaires de ces 
vitesses. 

Revenons au point mobile P. Pendant qu’il se meut dans l’espace, 
le rayon vecteur OP décrit une surface conique. Construisons une 
courbe dont l’arc soit proportionnel à faire décrite par le rayon vec¬ 
teur, la tangente menée par l’extrémité S de cet arc étant perpendi¬ 
culaire au plan qui touche le cône suivant le rayon vecteur. Le point 
mobile S sera celui qu’on peut nommer, en se servant d’une épithète 
introduite dans la science par M. Binet, le curseur aréolaire. D’ailleurs 
la vitesse de ce curseur ou la vitesse aréolaire sera proportionnelle au 
moment linéaire de la vitesse du point P, et faccclération du point S 
ou Vaccélération aréolaire sera proportionnelle au moment linéaire de 
l’accélération du point P^. Dans mes Leçons de 1849, à la Faculté des 
Sciences, j’ai supposé que le rapport entre Parc aréolaire et faire 
décrite par le rayon vecteur se réduisait à l’unité. Alors la vitesse 
aréolaire ne clifTere pas en intensité de celle que M. Binet a désignée 
sous ce nom, c’est-à-dire de la vitesse avec laquelle croît faire décrite 
par le rayon vecteur. Si le rapport de l’arc à cette aire devient égal à 2, 
la vitesse et l’accélération aréolaires seront précisément les moments 
linéaires de la vitesse et de l’accélération du point mobile P. 

Tandis que le point mobile P se déplace dans l’espace, la projection 
orthogonale ou meme oblique de ce point sur un plan ou sur un axe 
se déplace pareillement, et le déplacement de cette projection n’est 
autre chose que la projection du déplacement du point P. De cette 
seule remarque il suit immédiatement que la vitesse et l’accélération 
du point projeté sont les projections de la vitesse et de l’accélération du 
point donné. 

Plus généralement, si deux points se meuvent simultanément dans 
l’espace, le déplacement absolu du second sera la somme géométrique 
qu’on obtient en ajoutant au déplacement absolu du premier le dépla- 
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cernent apparent du second vu du premier. Donc aussi la vitesse absolue 
et Vaccélération absolue du second point seront les sommes géométriques 
quon obtient quand, à la vitesse ou à l’accélération absolue du premier 
point, on ajoute la vitesse ou Vaccélération apparente du second point vu 
du premier. 

Enfin, lorsqu’un point mobile P se déplace dans l’espace, si l’on 
mène par ce point et par un certain axe RS un plan PRS, ce plan se 
déplacera lui-mêrne avec le temps, et, pendant un instant infiniment 
petit A/, il décrira autour de l’axe RS un certain angle. Le coefficient 
de A(f, dans la valeur de cet angle, sera ce qu’on peut appeler la vitesse 
angulaire du plan mobile autour de l’axe RS. On obtiendra cette 
vitesse angulaire en divisant la projection de la vitesse du point P 
sur une perpendiculaire au plan PRS par la distance du point P à 
l’axe RS. 

Jusqu’ici, nous avons fait abstraction de la nature des corps et des 
points matériels. Alors, comme on l’a dit, l’accélération que produit 
une force appliquée à un point matériel peut servir de mesure à cette 
force, nommée, pour cette raison, accélératrice. Mais l’expérience 
démontre que l’effet produit, dans le cas d’équilibre ou de mouve¬ 
ment, par une force appliquée à un point matériel, est tout à la fois 
proportionnel à l’accélération et à un certain coefficient appelé masse, 
qui dépend de la nature du point mobile. Donc, lorsqu’on veut avoir 
égard à la masse, on doit prendre pour mesure de la force le produit 
de la masse par l’accélération. On obtient de cette manière ce qu’on 
nomme la force motrice. 

Considérons maintenant un syst'eme de points mobiles libres ou 
assujettis à des liaisons quelconques. En vertu du principe de d’Alem- 
bert, le système des forces appliquées à ces points devra être équi¬ 
valent au système des forces motrices qui ont pour mesure les pro¬ 
duits de leurs masses par leurs accélérations; et, pour obtenir les 
diverses équations du mouvement, il suffira de joindre à cette pro¬ 
position le principe des vitesses virtuelles. Si les liaisons données 
permettent de prendre successivement pour mouvements virtuels des' 
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mouvements quelconques de translation ou de rotation communs aux 
divers points, par exemple des mouvements clTectués parallèlement 
aux axes coordonnés ou autour de ces mêmes axes, la considération 
de CCS mouvements fournira six équations entre les deux systèmes d('. 
forces ci-dessus mentionnés. D’ailleurs, ces six équations pourront 
être remplacées par deux équations géométriques, exprimant que la 
somme géométrique des forces et la somme géométrique de leurs moments 
linéaires, en d’autres termes, la Fonen riuxcirALE et le moment piuncu'AI, 
restent les mêmes dans les deux systèmes. Ajoutons qu’il faut bien S(' 
garder de confondre le moment principal qui se rapporte aux forces, 
et qu’on pourrait appeler le moment dynamique, avec le moment prin¬ 
cipal qui se rapporte aux quantités de mouvement, c’est-à-dire aux 
vitesses multipliées par les masses, et qu’on pourrait appeler le too- 
ment cinématique. De ces deux moments, le premier est la dérivée du 
second, prise par rapport au temps, tout comme la somme géomé¬ 
trique des forces motrices est la dérivée de la somme géométrique 
des quantités de mouvement. 

Les deux équations géométriques ici indiquées continuent de sub¬ 
sister, lorsque, dans chacune d’elles, on remplace les diverses quan¬ 
tités géométriques par leurs projections algébriques sur un mèiru', 
axe; et, en prenant successivement pour cet axe chacun des axes 
coordonnés, on est immédiatement ramené aux six équations con¬ 
nues, qui se trouvent ainsi établies dans le cas même où les axes 
cessent d’être rectangulaires. 

Concevons à présent qu’après avoir multiplié la masse do chacun 
des points matériels donnés par la quantité géométrique qui repré¬ 
sente le rayon vecteur mené de l’origine à ce point, ou par sa dérivée 
du premier ou du second ordre, c’est-à-dire, en d’autres termes, par 
la vitesse du point ou par son accélération, on ajoute entre eux les 
produits ainsi formés; on obtiendra un rayon vecteur moyen, ou une 
vitesse moyenne, ou une accélération moyenne. Or l’extrémité du rayon 
vecteur moyen sera précisément ce qu’on appelle le centre des moyennes 
distances, ou centre d’inertie, et la vitesse moyenne, ainsi que l’accélé- 

OEuvres de C. — S. I, t. XH. 
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ration moyenne, ne seront autre chose que la vitesse et l’accélération 
de ce même centre. ,Il y a plus : si, dans les produits dont il s’agit, on 
substitue aux rayons vecteurs, aux vitesses et aux accélérations leurs 
moments linéaires, ou, en d’autres termes, si l’on substitue à chacun 
des points donnés le curseur aréolaire qui lui correspond, alors, à la 
place du centre d’inertie, on obtiendra ce qu’on peut appeler le ce/iZz-e 
aréolaire. Cela posé, les deux équations géométriques ci-dessus indi¬ 
quées montrent que le centre d’inertie se meut comme si toutes les 
forces motrices lui étaient appliquées, et le centre aréolaire comme 
un point auquel on appliquerait à chaque instant, non plus les forces 
motrices données, mais d’autres forces représentées par les moments 
linéaires des premières. 

Dans le cas particulier où la somme géométrique des forces appli¬ 
quées s’évanouit, ainsi que la somme géométrique de leurs moments 
linéaires, le centre d’inertie du système des points donnés est animé 
d’une vitesse constante et constamment dirigée suivant la même droite ; 
en d’autres termes, le centre d’inertie a un mouvement uniforme, et l’on 
peut en dire' autant du centre aréolaire. 

Je viens de rappeler les principes généraux sur lesquels il paraît 
convenable de s’appuyer pour résoudre les problèmes de la Méca¬ 
nique. Ces principes, que j’ai développés en 1849, dans mes Leçons 
à la Faculté des Sciences, et qui sont même en grande partie ceux 
qu’à l’Ecole Polytechnique je présentais, il y a plus d’un quart de 
siècle, comme devant servir de base à la Mécanique, résument en 
quelque sorte, sous une forme simple et lumineuse, non seulement 
les théories exposées dans les Mémoires ou les Ouvrages d’Euler, de 
I^agrange, de d’Alembert, etc., mais encore les recherches plus récem¬ 
ment publiées sur ce sujet, soit dans X^Mécanique de Poisson, soit dans 
les Ouvrages de divers auteurs, particulièrement de MM. Poinsot, 
Binet, Coriolis, Moebius, Saint-Venant, etc. On peut d’ailleurs, dans 
l’application de ces principes à la solution définitive des problèmés, 
recourir utilement à la considération des moments linéaires des divers 
ordres dont je vais donner une idée en peu de mots. 
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Un point fixe 0 étant pris pour centre des moments, considérons 
une longueur AB qui, partant d’un autre point A, aboutisse au 
point B; et, après avoir construit le moment linéaire OK de la lon¬ 
gueur AB, menons par le point A une droite AC égale et parallèle 
à OK, puis une droite AD égale et parallèle au moment linéaire 
de AC; etc. Les moments linéaires successifs des longueurs AB, AC, 
AD, ... seront, h l’égard de la longueur AB, ce que nous nommerons 
les moments linéaires du premier, du second, du troisième, ... ordre. 
Comme je l’expliquerai dans un autre article, l’usage de ces moments 
linéaires conduitdrès promptement aux formules qui déterminent le 
double mouvement de translation et de rotation d’un corps. Dans le 
cas où le corps est retenu par un point fixe, on arrive, presque sans 
calcul, à une équation géométrique qui comprend les trois formules 
données par Euler pour la détermination du mouvement de rotation 
du corps autour de ce point. Il y a plus : on peut souvent déduire avec 
facilité de cette équation géométrique les lois du mouv(mTLen(. On en 
conclut, par exemple, qu’un solide de révolution, soumis à la seule 
action de la pesanteur cl traversé par un axe dont r(ïxlrémi(é infé¬ 
rieure s’appuie sur un plan liorizontal, peut, en tournant sur lui- 
même avec une vitesse suffisamment grande, tourner en même temps 
autour de la verticale, de manière que l’inclinaison de l’axe par rap¬ 
port au plan horizontal demeure constante, .le me bornerai, pour b; 
moment, à formuler ici les lois de ce phéaomèn(! qu’indiquent les 
évolutions d’une toupie, et qu’a mis en évidence une belle expé¬ 
rience de M. FoucaulL 
Soient 

P le poids du corps; 

X la distance entre le centre de gravité et le point d’appui, situés l’un 
et l’autre sur l’axe de révolution ; 
xs l’angle formé par cet axe avec la verticale; 

A le moment d’inertie du corps par rapport à l’axe de révolution; 

B le moment d’inertie relatif à un second axe horizontal, perpendicu¬ 
laire au premier, et passant par le point d’appui; 
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« la vitesse angulaire avec laquelle le corps tourne autour de rax(‘ 
instantané de rotation; 

a la projection de cette vitesse angulaire sur Taxe de révolution ; 

Y la vitesse angulaire d’un point situé sur l’axe de révolution autour 
de la verticale, 

et faisons, pour abréger, 

n = PA'. 

Les vitesses angulaires a, Ycorrespondront à des mouvements de rota¬ 
tion dirigés dans le même sens, et l’on aura 

A r zr II 4- ^ COS TtF. 

Si la vitesse a est très grande, l’axe instantané de rotation se con¬ 
fondra sensiblement avec l’axe de révolution, et la projection u de la 
vitesse a avec cette vitesse elle-même. Alors l’équation trouvée don¬ 
nera sensiblement 

V n 

aï = -ry 

A 

quel que soit l’angle w. Donc alors la vitesse de rotation d’un point de 
l’axe de révolution autour de la verticale sera sensiblement en irtison 
inverse de la vitesse de rotation du corps autour de son axe. 

La dernière des équations que nous venons de j)Oser s’accorde avec 
des formules que Poisson a données dans la seconde édition de sa 
Mécanique en les déduisant d’un calcul approximatif. 


516 . 

Analyse mathématique. — Sur les clefs algébriques (suite). 

C. R., T. XXXVI, p. 129 (I7 janvier i 853 ). 

Les clefs algébriques, telles que je les ai définies, peuvent être con¬ 
sidérées comme des quantités véritables. Mais ce sont des quantités 
dont le rôle est spécial et transitoire, des quantités qui n’apparaissent 
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que passagèrement dans les formules où leurs produits sont définiti¬ 
vement remplacés par d’autres quantités qui n’ont avec clics aucune 
relation, aucune liaison nécessaire. Elles méritent doublement le nom 
de clefs, puisqu’elles ouvrent la porte en quelque sorte, non seule¬ 
ment au calculateur dont elles guident la marche et facilitent les 
recherches, mais encore aux quantités nouvelles qui, se glissant à 
leur suite, viennent s’emparer de postes où elles puissent utilement 
concourir à la démonstration des théorèmes ou à la solution des pro¬ 
blèmes que l’on a en vue. C’est ce que l’on a pu déjà reconnaîtr((, en 
lisant l’article inséré dans le Compte rendu de la dernière séance, et c(ï 
que je vais confirmer par de nouveaux exemples. 

Considérons d’abord n variables distinctes x, y, z, ..., w liées 
entre elles par une équation de la forme 

( I ) Ci OC -f- ^ Y ~i~" G G -j— - . • “h* l\m 

Si l’on attribue successivement aux constantes (jue renferme la for¬ 
mule (i), n systèmes distincts de valeurs, indiqués à l’aide des 
indices 

I, 2, 3, ..., n, 

placés au bas des lettres a, h, c, ..., A, A, on obtiendra, entre les 
inconnues x,y, z, ..., w, les équations linéaires 

I Ui X ■+■ bij + Ci Z hi iv = 

(7, X -f- bit Y H— c.y Z -+-.. . -f- ht} (V 

-y - - . 

l a„,x -Y- b^y 4 - c„, s . .h- /i„ iv = /■„, 

qui suffiront généralement pour déterminer ces inconnues; et, si l’on 
combine entre elles par voie d’addition les équations (2), respective¬ 
ment multipliées par les n facteurs 

a, 6, y, ..., U, 

on obtiendra une nouvelle équation linéaire de la forme 
(3) Ja: + By-^Cz-h...+ //if'-IC, 
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A, B, C, H, K désignant n + i fonctions linéaires de a, 6, y, •••, v]- 
On aura, par exemple, 

^ «1 a-H «2ê H-«3y + . • .-H 

et, pour obtenir B, C, H, K, il suffira de substituer à la lettre a, 
dans le second membre de la formule précédente, la lettre b, ou 

c, _ D’ailleurs, les facteurs a, 6, y, ..., v] étant complètement 

arbitraires, il en résulte que l’équation ( 3 ) peut remplacer à elle 
seule le système des équations (2). J’ajoute que, si l’on considère 
ces facteurs comme des clefs assujetties aux transmutations de la 
forme 

(4) a-^o, 6a — aê, 

on pourra, de l’équation ( 3 ), déduire immédiatement, à l’aide d’une 
simple multiplication algébrique, la valeur de chacune des incon¬ 
nues X, y, Z-, Alors, en effet, les polynômes A, B, C, H, K, 

jouissant des mêmes propriétés que les facteurs a, 6, y, ..., y], satis¬ 
feront aux conditions de la forme 

(5) A2 = o, BA——AB, 

et, en multipliant les deux membres de l’équation ( 3 ) par le produit 
symbolique BC.. .H, on trouvera 

BC...HAx=zBC.:.HK 


ou, ce qui revient au même. 


( 6 ) 

On aura donc 
(7) 


ABC...Hxz=KBC...H. 

_KBC...H 

ABC...H' 


En déterminant de la même manière7, z, ..., on obtiendrait pour 
valeurs des inconnues celles que donnent les formules symboliques 

/o^ _KBC...H _AKC...H _ABK...H 

ABC...H'’ abc'. ..H’ "~ABC...B’ 
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Mais il est bon d’observer qu’après avoir déterminé x on pourra sim¬ 
plifier la recherche des valeurs de j, s, ... en les tirant do la for¬ 
mule ( 3 ) multipliée, non plus par le produit BC ... H, mais par ceux 
qu’on en déduit quand on supprime le facteur B, ou les deux fac¬ 
teurs BC, ..., etc. Il y a plus : en admettant que l’on suive cette 
marche, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, deux 
clefs dans la valeur de ... ; et, comme on pourra choisir arbitraire¬ 
ment les clefs auxquelles ces réductions seront appliquées, il est clair 
que le calcul pourra s’effectuer de diverses manières, ce qui fournira 
un grand nombre de vérifications des résultats obtenus. Supposons, 
pour fixer les idées, que les inconnues x, y, s soient au nombre de 
trois. Leurs valeurs pourront être tirées des formules symboliques 

, , KBC KC-ACx K-Ax~By 

(9) ^ = =-g-; 

d’ailleurs, on pourra réduire à zéro une clef dans la valeur de y, cl 
deux clefs dans la valeur de .s. 

Concevons à présent que les seconds membres des équations (i) 
s’évanouissent; alors, entre les équations réduites aux formules 

a, X -h l>,y -h c, :: -h. ■ ■ + /il If’ = O, 
a2 ^ "h ^2 y -h Ci -j-, , , hi iv rz: o, 

' ^ . y 

-i- -h Z; H- . . , -h hn. W z:z O, 

on pourra éliminer les variables x, y, z, ..., et l’on obtiendra ainsi 
une équation de condition entre les coelïicicnts représentés par les 
divers termes du Tableau 

/ Ciy • • • > bij 

I ^2? ^2j* •••> ^^2? 

J . . , . . , . . , . . . , . . , 

\ ^riy ^iiy ^ ny • • •> 

Alors aussi la formule (6) sera réduite à 



ABC..Jixz=:o-, 
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et, comme elle devra se vérifier, quel que soit x, il est clair que la lor- 

mule 

( 12 ) ABC.. .H " O 

sera précisément l’équation résultante de l’élimination des variables x, 
y, Z, ., w entre les équations (lo). Enfin, comme on aura encore 

(13) ABC.. .H~ aëy..S(± a^b^c^.. ./<„)> 

on tirera de l’équation ( 12 ), en y posant, comme on peut le l'aire, 

(14) S(± «lôsCs.. .A„) = 0 . 

On peut remarquer d’ailleurs que le premier membre de la l'or- 
mule (i4)» c’est-à-dire la résidlante algébrique des divers t('rmes tlu 
Tableau (i. i), demeure invaidable, tandis que dans ce Tableau on 
échange entre elles les colonnes horizontales et verticales. Donc 
l’équation (i3) continuera de subsister si l’on suppose les valeurs 
de A, B, C, ... déterminées par les formules 

^ = «1 oc -t- £<i g H- Cl 7 -hArc, 

B —. ci^ ûc —|— C 2 y -f—... —H 

.> 

A Cl fl Cl ~1— h fl O C;; y -H . . . Jlji ’f] 5 

et l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si l’on élimine n variables x, y, z, .. .,w entre n équa¬ 
tions dont les premiers membres soient des fonctions linéaires et homo¬ 
gènes de ces variables, il suffira, pour obtenir l équation résultante, 
d égaler à zéro le produit des premiers membres des équations données, 
et de considérer les variables x, y, z, ..., w comme des clefs assujetties 
aux transmutations de la forme 

..., xy-^ — xy, .... 

Revenons maintenant aux équations (i); supposons que, dans les 





EXTRAIT N“ 516. 


17 


premiers membres de ces équations, on attribue successivement aux 
variables 

a?, y, s, ..., (-F 

n systèmes distincts de valeurs, indiquées à l’aide des indices 

I, 2, 3, n 

placés en bas des lettres qui représentent ces variables, et nom¬ 
mons ce que devient quand on y pose 

A la place de la formule ( 3 ) on obtiendra n équations de la forme 

f yd —f- 13yI CZi —f- . . . —1— IJZH K\ y 

y4.2?c> —i— 13 Y^) ~i— (3Zs) , . . “i- II fiP’s ■” 

.> 

AXf^ -4- ^y/iH- CZ,, .H- Ilw,i~ 

les valeurs de Æ’^, /Ç, ..,, /4 étant déterminées par les formules 

f il J zz: ki^iCC “h /C2,i 6 -1“ /t3,l y -1-. . . -h A",2,1 V], 

K<^ ~ /4^2 ^ A' 2,2 6 H™ /r3^2 y 4-' • • • 4“ ^* 22^2 

... 7 

Ka— + /ù,ny 

D’ailleurs, si aux facteurs symboliques A, B,C, , JI, dont les valeurs 
sont données par les formules (i 5 ), on substitue les facteurs AT,, 
IC, ..., IC, dont les valeurs sont données par les formules (17), on 
obtiendra, en formant le produit de ces facteurs symboliques, non 
plus la formule (i 3 ), mais la suivante 

( 18 ) A, Aa... A,i — ceSy ,.. y) S (lii ,1 ^*^2,2 ^3,3 • * * « ), 

dans laquelle l’expression résultante 

OEuvres de C, — S. I, t. XII. ^ 
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algébrique des divers termes du tableau 

^2,1» 

^1,2. ^2,2> ^ 3 , 2 ) •••> ^'«,2> 

. ' 

. . . , . • • 7 • • ‘ ) • * • > • • • > 

^3,ïi) *»•) ^ritTit 


le signe S pouvant être censé relatif à l’un quelconque des deux sys¬ 
tèmes d’indices; et, puisque les facteurs symboliques A, B, C, H 
vérifient les conditions ( 5 ), on tirera encore des formules (i6) 

(20) ABC ... ATS (± «1/2^3... ^v„) KiKiK ^... K^. 


Si, dans cette dernière formule, on substitue les valeurs des pro¬ 
duits ABC.. .H, . ..K,i fournies par les équations (i 3 ) et (t8), 

et si, dans l’équation nouvelle ainsi obtenue, on suppose, pour plus 
de simplicité, 

«Sy.. .V]:r; 1, 


on trouvera 


( 21 ) S(a,A2C3... A„) S(±,32 i7253 .. .«>■„) = S(±: A-,,, A2,2A:3_3. . 

On sera ainsi ramené, par la considération des produits symboliques, 
à un théorème que j’ai démontré dans le XVIP Cahier ([w. Journal de 
l’École Polytechnique ('), et que l’on peut énoncer comme il suit : 

Théorème IL — Le produit de deux résultantes algébriques est encore 
une résultante algébrique. 

Pour mettre en évidence les avantages que présente l’intervention 
des clefs dans les applications numériques, supposons que l’on se 
propose de résoudre les trois équations 

I ^ 2 y —f- 3 Z I y 

(22) ^ 3 ^-+- y Q.Z 

( 2^ 4- 3 y -f- zezzh. 

(1) Voir aussi dans le même Cahier un Mémoire de M. Binet. 
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De ces équations respectivement multipliées para, 6 , y, puis combi¬ 
nées entre elles par voie d’addition, on tirera 

( 23 ) Ax:-+-By-h C 2 — K, 

les valeurs de A, B, C, AT étant 

A = tx-+-SS-h 2y, B = -+■ S-h Sy, C = Sa-h 2S-i-y, 

a H- 3 O -h 5 Y» 


puis, en considérant a, ê, y comme des clefs assujetties aux condi¬ 
tions de la fornie 

..., êoç — —aS, 


on tirera immédiatement de l’équation ( 23 ) multipliée par le pro¬ 
duit BC la valeur de l’inconnue æ. Effectivement, dans cette hypo¬ 
thèse, les formules (24) donneront 

BC = — 5 êy -H 7 ya -i- «ê ; 
et par suite, en posant, pour abi’égcr, 


on trouvera 


a6y::ri I, 

ABC =— f ..5 H- 3.7 -H 2.1 = 18, 

/iryy 6 ’=-i. 5 -H3.7 -+-5.1-21, 

_ KBC 21 7 

ABC “ 18 “ 6' 


La valeur de Æ étant ainsi obtenue, on déduira immédiatement de la 
formule ( 23 ) multipliée par le seul facteur C la valeur de y, et l’on 
pourra même, dans la détermination de y, réduire à zéro l’une quel¬ 
conque des trois clefs a, S, y. En prenant, pour fixer les idées, y — 0, 
on tirera des formules (24) 
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puis, en posant, pour abréger, 

ct6 ^ I, 

on trouvera 

BC-\, AC — KC — -'], 

, , / N 7 

/ = — 7(1 —= ^ =«• 

Enfin, on tirera de la formule (aS), en réduisant à zéro deux cb 
par exemple a et ê, 

Z — 'ix — 3j)/~5(j — x)z=z — -• 

On aura donc, en définitive, 

, O, 75 

( 26 ) ^=y=g. ^=-6- 

Remarquons d’ailleurs que, en appliquant l’équation (ad) à la dé 
mination des inconnues æ, y, z, on peut choisir arbitraircmei 
1°l’ordre dans lequel on déterminera ces inconnues; a° l’ordre d 
lequel on multipliera les facteurs symboliques des produits A 
KBC, 3 ° les clefs que l’on fera évanouir dans les valeurs 
inconnues y et Il y aura donc un grand nombre de manières di 
rentes d’elfectuer le calcul; mais, quelle que soit celle que 
adopte, on sera toujours conduit au même résultat. Ainsi, 
exemple, si dans la détermination de y on pose, non plus y = 
mais S = o, on trouve 

A — aiy, A = 2 a-i- 3 y, C — Za + y, 
a: == et-h 5 y, 

puis, en posant, pour abréger, ya = i, on trouvera 

BC = y, AC = 5, KC — ik, 

KC — AC X i4 — Zx 7 

ëc—= — 

Dans un prochain article, je montrerai les avantages que prési 
l’emploi des clefs algébriques dans la résolution des équations 
linéaires. 
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517 . 

Analyse mathématique. — Sur les avantages que présente, dans un 
grand nombre de questions, l’emploi des clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVI, p. i6i (24 jaOTicr i853). 

Dans les précédents articles, j’ai fait voir que l’élimination des 
inconnues entre des équations linéaires çt la résolution d’équations 
de cette forme pouvaient être réduites, par l’emploi des clefs algé- 

'V 

briques, à de simples multiplications. J’ajoute que la théorie des 
clefs réduit encore à la multiplication un grand nombre d’opéra¬ 
tions d’Algèbre et de questions diverses, par exemple la division 
algébrique, la recherche du plus grand commun diviseur de deux 
polynômes donnés, le problème de l’interpolation, l’élimination des 
inconnues entre des équations de degrés quelconques, etc. C’est 
effectivement ce qui résulte des principes que je vais poser. 

Analyse. 

Je commencerai par établir la proposition suivante : 

Théorème. ~ Soient f(æ), F (as) deux fonctions entières dex : la pre¬ 
mière, du degré n\ la seconde, du degré m. Soient encore p., v deux 
nombres entiers distincts de m, n-et nommons l la plus grande des deux 
différences 

m — p, n — v, 

ou leur valeur commune, si elles sont égales. On pourra, si l est positif, 
satisfaire à l’équation 

(i) u = vf(a?)-f-wr(^), 

en prenant pour 

U, V, w 

trois fonctions entières de x, dont les degrés soient respectivement 


/ —I, p, V. 
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Démonstration. — En effet, supposons 

(2) Y — OÎ0-+-W = §0 + H-• • • H- 

à ces valeurs de v, w correspondra, en vertu de l’équation (i), une 
valeur de u, qui sera de la forme 

(3) U = COo-l- 

le degré /h- p. + v de u, considéré comme fonction de x, étant le plus 
grand des nombres 

w-t-v, «-h p, 

ou leur valeur commune, s’ils sont égaux, et les quantités 

COoj J • • • J 

étant des fonctions linéaires des coefficients 

J dij • . •, C£[x, ^ 0 ) » • • • ) ^v- 

D’ailleurs, le nombre de ces coefficients étant p. + v + 2, on pourra, 
en attribuant à l’un d’eux une valeur arbitraire, choisir les autres de 
manière à faire évanouir p. + v -4-1 termes dans la fonction u; et, si 
ces termes sont ceux qui renferment les plus hautes puissances de x, 
c’est-à-dire si l’on choisit les coefficients a^, a,, ..., a^, 6,, ..., 6^, 

ou plutôt leurs rapports, de manière à vérifier les équations 

( 4 ) Cü(=0, Wz+i —O, •••, 
alors u, réduit à la forme 

(5) u= moH- Wiie -h-. .- 1 - 

sera, non plus du degré /-t- p. -1- v, mais du degré / — i. Cela posé, les 
polynômes u, v, w satisferont évidemment aux conditions énoncées 
dans le théorème. 

Quant à la détermination précise des valeurs de u, v, w, on pour¬ 
rait l’effectuer, dans tons les cas, eu tirant des équations (4) les 
valeurs des coefficients a„, a,, ..., a^, g,, g^, et en substi- 
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tuant CCS valeurs dans les formules (2) et ( 5 ). Il y a plus : dans le 
cas particulier où l’on a 

(6) in — pL = n — V, 

on peut, comme l’a remarqué M. Liouville, déduire d’une formule 
d’interpolation, donnée dans la Note V de mon Analyse algébrique {'), 
les valeurs de u, v, \v, exprimées en fonctions symétriques des racines 
des deux équations 

(7) f(^) =0, 

(8) F(ic)=:o, 

attendu que, en vertu de la formule (1), on a, pour chacune des 
valeurs de x propres à vérifier l’équation (7), 

(9) = 

et, pour chacune des valeurs de x propres à vérifier l’équation (8), 

(10) 

Mais, après avoir exprimé u, v, w en fonctions symétriques des racines 
dos équations (7) et (8), on devrait encore transformer ces fonctions 
symétriques en fonctions des coclficicnts que renferment î{x) et 
F(a!). Enfin, dans le cas où la condition (6) est remplie, on pourrait 
exprimer les diverses valeurs de u, v, w correspondantes aux diverses 
valeurs de [jl, en fonction des quotients et des restes fournis par les 
divisions qu’entraîne la recherche du plus grand commun diviseur 
entre ^{x) et F(æ;). J’ajoute que, si l’on considère les coefficients ao, 
a,, ..., a^, Êo. ^1- • • • > comme des clefs algébriques, il ne sera 
plus nécessaire de recourir ni à la résolution des équations (4). ni 
à aucune des opérations algébriques dont nous venons de parler, et 
qu’alors une simple multiplication suffira, dans tous les cas, pour 
déduire des fonctions entières u, v, w, déterminées par les équa- 

(!) OEavres de Cauchy, S. II, T. III, p. * 
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lions (2) et ( 3 ), trois autres fonctions entières u, v, w, qui rempliront 
les conditions énoncées dans le théorème. En effet, les quantités 

“.«n» ^0. •••» étant prises pour des clefs assujetties aux 

transmutations de la forme 

..., êûtii—aS, ..., 

posons 

( ^ CO/ CO/^-^ . . . J 

et soient, d’ailleurs, 

(* 2 ) cc=r£2u, prrrSÎV, (P —£2w. 

Il est clair que l’équation 

U = V f(cr) -t- w F(/);) 

entraînera la suivante 

(’3) « = V f(a:) + F(cc), 

et que les degrés des trois fonctions nouvelles 


seront respectivement 


U, V, w 
l — i, p., y. 


Remarquons encore que, si l’on nomme c le coefficient de la pl us haute 
puissance de x dans u, la première des formules (12) donnera 

ou, ce qui revient au même, 

(ï 4 ) c = (— 


Pour que les valeurs de u, e, en, c données par les formules (12) 
et (i4) puissent être calculées numériquement, il sera nécessaire 
d attribuer une valeur déterminée au produit des clefs 
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Cherchons à présent les coefficients des plus hautes puissances de x 
dans eji et Ces coefficients seront, en vertu des formules (12) jointes 
aux équations (2), 

(19) £iê.j, 

la valeur de £1 étant 


(20) £2 — co,i+ii. 

Si d’ailleurs on pose 


(ai) 

on aura 


f (.r ) = a„-h a, a; -h...-h a„ x", 

F(a') = ôo-h -h.. --i- 


et par suite les expressions (rq) deviendront 


( 32 ) 




D’autre part, lorsqu’on multipliera par le produit symbolique 


—{JL* • «W/z-l-pL —1) 

on pourra, dans ce produit, réduire à zéro les deux clefs a^, ê^; par 
conséquent, on pourra réduire la valeur de ce même produit à celle 
que lui assigne la formule (18), quand on remplace, dans cette for¬ 
mule, p. par P — I, c’est-à-dire à la quantité 

Enfin, en vertu de la convention qu’exprime la formule (i 5 ), on. devra 
supposer, dans l’évaluation de 

( 23 ) . aoa,.. •-êy-i .'n I, 

et, dans l’évaluation des produits .(22), 
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Donc, cl attendu que l’on a v — « — nt + p., les produits (22), ou les 
coefficients de et do dans les fonctions et (Pj,., se rédui¬ 

ront aux deux quantités 

( 24 ) (—(—i)r'+'(r„C|j._,. 


Il sei'a maintenant facile de tirer de la formule (1.7) une équation 
remarquable, à laquelle satisfont les fonctions Ojx, En effet, si, 
dans la forrnub; (r7), on remplace p. par p.-t-T, on obtiendra la sui¬ 
vante 

('.î5 ) «jx-Hi = I'(.3:.) -H a'^,, r (.r ) ; 

puis, en faisant, pour abréger, 

(2(>) /0,|j. - exn’ix— 'V,n’>,, 

on tirera des formules (17) et (ad ), 

( /‘ [x, U. 1-1 Ux) t{|x<e|xi 1 — W|x I 1 e'ji, 

(-*71 

!' 1-1 , [J, 1-1 t-1 

Or les degrés <les produits 

f f» t’(X t- 1> 

* 

étant exprimés par les nombres 

/ -1-- V - l p. - 

par conséquent égaux aux degrés des fonctions 

. l'(Jî), FlàT), 


tandis que les degrés des produits 




se réduisent aux nombres « — 2, m — 2, il résulte des formules (27) 
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que les quantités 

égales au signe près, mais affectées de signes contraires, sont indé¬ 
pendantes de X. Comme d’ailleurs les coefficients des plus hautes 
puissances de x, dans les fonctions 

seront respectivement 

On, b„„ Cp., (— {—i)V-a„c^,., 

les deux derniers étant ce que deviennent les quantités (2/i) quand 
on remplace p. par p + i, on tirera des formules (27), 

( 28 ) fJ. ™ 

En d’autres termes, on aura 

(29) Vp, pp’ji+i 

Remarquons encore que si, dans la foi’mule (17), on remplace p 
par P H- 2, on obtiendra la suivante 

(30) ^^fjL-f -2 ■“ f (Æ?) -i— 1* {"r), 


et que, des formules (17), (aS), (3o), on tire, en éliminant l'(x] 
et F(a3), 


“(X+1 ■+■ «IJ- 4 .J—- O, 


par conséquent. 


, ,,, ^(x,u-i-a 

W[X—( 0 ' 


Dans cette dernière formule, où les degrés des polynômes 




sont exprimés par les nombres 
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mier article sur les clefs ('), il suffira d’échanger entre elles les 
colonnes horizontales et verticales dans le Tableau formé avec les 
divers termes, dont le premier membre de la formule ( 36 ) représente 
la résultante algébrique. 

S’agit-il enfin d’obtenir les quotients et les restes divers des divi¬ 
sions qu’entraîne la recherche du plus grand commun diviseur des 
fonctions entières F(a:-), il suffira de recourir aux formules (12) 
et (26), à l’aide desquelles on déterminera les diverses valeurs de la 
fonction u ou ii^^, et de la fonction En effet, il résulte des for¬ 

mules ( 3 Zj) et ( 32 ) que les divers restes et les divers quotients seront 
les produits des diverses valeurs de et de P^r des constantes 
que donnent ces formules mêmes. 

Ajoutons que l’intervention des clefs fournira encore un moyen de 
réduire à de simples multiplications les problèmes dont les solutions 
s’appuyaient sur l’une des opérations algébriques ici rappelées, par 
exemple, l’évaluation d’une fonction symétrique des racines d’une 
équation, et spécialement du produit des carrés des différences entre 
ces racines, la détermination du nombre des racines égales et leur 
élimination, la détermination d’une limite inférieure à la plus petite 
différence entre deux racines réelles, la détermination du nombre 
des racines positives, du nombre des racines négatives, et, plus géné¬ 
ralement, du nombre des racines réelles ou imaginaires qui satisfont 
à certaines conditions, etc. 


518 . 

Analyse slvthématiqüe. — Note sur les séries convergentes dont les divers 
■ termes sont des fonctions continues d’une variable réelle ou imagi¬ 
naire, entre des limites données. 

G. R., T. XXXVI, p. 454 (14 mars i 853 ). 

En établissant, dans mon Analyse algébrique, les règles générales 


(’) OEuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 44 t. 
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relatives à la convergence des séries, j’ai, de plus, énoncé le théorème 
suivant : 

Lorsque les différents termes de la série 

(1) ^^0, ^/j, ^2, • * *, • • * 

sont des fonctions d’une même variable x, continues par rapport à cette 
variable, dans le voisinage d'une valeur particulière pour laquelle ta 
série est convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage 
de cette valeur particulière, fonction continue de x. 

Comme l’ont remarqué MM. Bouquet et Briot, ce théorème se vérifie 
pour les séries ordonnées suivant les puissances ascendantes d’unes 
variable. Mais, pour d’autres séries, il ne saurait être admis sans res¬ 
triction. Ainsi, par exemple, il est bien vrai que la série 

, , . sinsj^ sinS.r 

(2) • siiia;, ^.—g—, 


toujours'convergente pour des valeurs réelles de x, a pour somme une 
fonction de xqai reste continue, tandis que x, supposée réelle, vari(‘, ' 
dans le voisinage d’une valeur distincte d’un multiple ±; an-n: de la 
circonférence 27:, et qui sc réduit, on particulier, à —(uitn^ b's 
limites O, x — 2 tz. Mais, à ces limites mêmes, la somme -v de la 
série (2) devient discontinue, et cette somme, considérée comme 
fonction de la variable réelle x, acquiert, à la place de la valeur 


71 71 

-1 -OU -? 

2 2 

donnée par la formule 

_ TT — X 

2 ’ 


la valeur singulière s — o, qui reparaît encore quand on suppose 

x — ±: 2 nn, 

n étant un nombre entier quelconque. 

Au reste, il est facile de voir comment on doit modifier l’énoncé du 
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théorème, pour qu’il n’y ait plus lieu à aucune exception. C’est ce 
que je vais expliquer en peu de mots. 

D’après la définition proposée dans mon Analyse algébrique, et 
généralement adoptée aujourd’hui, une fonction u de la variable 
réelle x sera continue entre deux limites données de x, si, cette fonc¬ 
tion admettant pour chaque valeur intermédiaire de x une valeur 
unique et finie, un accroissement infiniment petit attribué à la 
variable produit toujours, entre les limites dont il s’agit, un accrois¬ 
sement infiniment petit de la fonction elle-même. Cela posé, conce¬ 
vons que la série (i) reste convergente, et que ses divers termes 
soient fonctions continues d’une variable réelle x, pour toutes les 
valeurs de x renfermées entre certaines limites. Soient alors 

s la somme de la série ; 

Sn la somme de ses n premiers termes; 

rn = s — Sn = -I- Un+^ -|- . . . le l’este de la série indéfiniment pro¬ 

longée à partir du terme général u„. 

Si l’on nomme n' un nombre entier supérieur à n, le reste r„ ne sera 
autre chose que la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs 
croissantes de n!, la différence 

( O ) S,,< — IL,J -H LL„^i -f- . . . H— . 

Concevons, maintenant, qu’en attribuant à n une valeur suffisamment 
grande on puisse rendre, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
les limites données, le module de l’expression ( 3 ) (quel que soit n'), 
et, par suite, le module de r,„ inférieurs à un nombre e aussi petit que 
l’on voudra. Comme un accroissement attribué à x pourra encore être 
supposé assez l’approché de zéro pour que l’accroissement correspon¬ 
dant de s„ offre un module inferieur à un nombre aussi petit que l’on 
voudra, il est clair qu’il suffira d’attribuer au nombre n une valeur 
infiniment grande, et à l’accroissement de x une valeur infiniment 
petite, pour démontrer, entre les limites données, la continuité de la 
fonction 
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Riais cette démonstration suppose évidemment que l’expression ( 3 ) 
remplit la condition ci-dessus énoncée, c’est-à-dire que cette expres¬ 
sion devient infiniment petite pour une valeur infiniment grande 
attribuée au nombre entier n. D’ailleurs, si cette condition est rem¬ 
plie, la série (i) sera évidemment convergente. En conséquence, on 
peut énoncer le théorème suivant : 

’rtiÉonÈMiî I. — Si les âiffèi'cnts termes de la série • 

♦ 

(i) Ut), Ut, lu, u,t, ... 

sont des fonctions de la variable réelle x, continues, par rapport à cette 
variahle, entre des limites données; si, d’ailleurs, la somme 

(3) -1-... H- 

devient toujours infiniment petite pour des valeurs infiniment grandes 
des nombres entiers n et nf'^n, la série (i) sera convergente, et la 
somme, s de la série ( i ) sera, entre les limites données, fonction continue 
de la variahle x. 

Si à la série (r) on substitue', la série (2), l’expression ( 3 ), réduite 
à la somme 

^ sin(rt-l-r),r ^ sin (//-1- 2 ).r ^ ^ sin«'.'z; 


s’évanouira pour .r o; mais, pour des valeurs de x très voisines de. 
zéro, par exempb^ pour x~ n étant un très grand nombre, elle 
pourra difieror notablement de zéro; et si, en attribuant à n une très 
grande valeur, on |)Osc non seulement æ = '-y mais encore «' = 00, la 
somme (Zj), ou, ce qui revient au môme, le reste de la série (2) se 
réduira sensiblement à l’intégrale 


i: 


Sm.T TT 

æ ' 2 


Il II 

1.2.33 1 . 2 . 3 . 4 .5 5 


~ 0,6244*••• 


Ajoutons que, pour une valeur de ca positive, mais très voisine de 


OPAivresde C. ~ S.l, t. Xlï. 
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zéro, la somme s de la série (2) se réduira sensiblement à l’intégrale 

J C" sin.^i? , TT - c 

I --1,570796.... 

ic 2 

O 

Soit maintenant 

^ = x-hfi 

une variable imaginaire. Cette variable pourra être censée repré¬ 
senter Vaffixe (J’ün point mobile A situé dans un certain plan, et, 
d’après la définition que j’ai proposée à la page 161 du XXXII® Yolume 
des Comptes rendus {'), une autre variable imaginaire 

U — V-+- (vi 

sera fonction de z, si les variables réelles v, w sont fonctions de x 
et y. D’ailleui’s, rien n’empêchera d’étendre aux fonctions de variables 
imaginaires la définition donnée pour les fonctions continues do 
variables réelles, et dès lors une fonction u de la variable imaginaire z 
sera continue par rapport à cette variable, pour toutes les valeurs de 
l’affixe s correspondantes aux divers points d’une aire S renfermée 
dans l’intérieur d’un certain contour, si, cette fonction admettant 
pour chacun de ces points une valeur unique et finie, un accroisse¬ 
ment infiniment petit attribué à l’affixc produit toujours, dans le 
voisinage de chacun d’eux, un accroissement infiniment petit de la 
fonction elle-même. Cela posé, en raisonnant comme ci-dessus, on 
établira encore très facilement la proposition suivante : 

TiriîORÈME II. — Si les différents termes de la série 

(l) Wq, u,, • • •) . • . 

sont des fonctions de la variable imaginaire z, continues par rapport à 
cette variable pour les diverses valeurs de Vaffixe z correspondantes aux 
divers points d’une aire S renfermée dans un certain contour, si d’ail¬ 
leurs, pour chacune de ces valeurs, la somme 

Un -]r U fl' 


( 1 ) OEiwres de Cauchy, S. I, T. XL p. 3o2, 
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devienl toujours infiniment petite, quand on attribue des valeurs infini¬ 
ment grandes aux nombres entiers n et n'';;>n, la série (i) sera con¬ 
vergente, et la somme s de la série sera, entre les limites données, jonc- 
lion continue de la variable z, 

Oa conclut aisément du théorème H que la somme de la série (i) 
est fonction continue dans le voisinage d’une valeur donnée de 
lorsque, chaque terme étant dans ce voisinage fonction continue 
de Z, le module de la série, correspondant à la valeur donnée de z, 
est inférieur à l’unité. Dans le même cas, si chaque terme offre une 
dérivée unique, la série formée avec les dérivées des divers termes 
sera encore une série convergente dont la somme offrira une seule 
dérivée équivalente à la dérivée de la somme de la série proposée. 

En terminant, nous fixerons le sens de quelques expressions qui 
peuvent être utilement employées pour simplifier les énoncés de 
théorèmes relatifs à la continuité des fonctions et à la convergence 
des séries. 

Une fonction de la variable réelle ou imaginaire .s sera dite mono- 
drome, si elle ne cesse d’être continue qu’en détenant infinie; elle 
sera dite monogène, si elle a une dérivée monodrome. Une fonction 
peut être monodrome ou monogone, seulement pour les valeurs de 5 
correspondantes aux points intérieurs d’une certaine aire S renfermée 
dans un contour donné. 

D’après ce qu’on vient de dire, une fonction monodrome de .s 
variera par degrés insensibles, en acquérant à chaque instant une 
tialeiir unique, si le point mobile correspondant à l’aflixe .s court çà et 
là sans sortir de l’aire S, ou tourne autour des points singuliers cor¬ 
respondants à dos valeurs infinies de la fonction. Cette propriété de 
certaines fonctions m’a paru assez bien exprimée par le mot mono¬ 
drome, que j’ai, pour ce motif, substitué au mot monotypique, dont 
j’avais fait usage dans le Mémoire du 7 avril i 85 i. 

Une fonction monodrome sera dite synectique, si elle ne cesse 
jamais d’être continue pour aucune valeur finie de z. Une fonction 
entière de z est synectique, non seulement lorsqu’elle comprend un 
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nombre fini de termes, mais encore lorsque, renfermant un nombre 
infini de termes, elle est la somme d’une série toujours convergente, 
ordonnée suivant les puissances positives, entières et ascendantes 
de par conséquent la somme d’une série dont le module s’évanouit. 

Telles sont, par exemple, les fonctions e*, sins, cos:;,- 

Parmi les fonctions monodi’omes et monogènes de z, on peut citer 
les fonctions rationnelles de s, de de sins, de cos:;, etc. 


519 . 

An.4.lyse algébrique. — Mémoire sur l’évaluation d’inconnues déter¬ 
minées par un grand nombre d’équations approximatives du premier 
degré. 

G. R., T. XXXVl, p. iii 4 (27 juin i853). 

Comme l’a remarqué M. Paye, la nouvelle méthode d’interpolation 
que j’ai donnée, dans un Mémoire lithographié en i 835 ('), peut être 
utilement appliquée à l’évaluation d’inconnues déterminées par un 
grand nombre d’équations approximatives du premier degré. Entrons 
à ce sujet dans quelques détails. 

Considérons m inconnues représentées par les lettres 

X, y, s, ..., U, V, iv, 

et supposons que, n étant un très grand nombre, on donne les valeurs 
approchées 

^ 2 , * ■ • » b fl 

de n fonctions linéaires de ces inconnues, par exemple des fonctions 
représentées par les polynômes 

Ui X y Cl Z hi pe , 

- Ct^ CC —^2 y —C 2 ^ “H • • • "f" /i2 


a,iX h - 1 - CnZ - 4 -., .-\-hnW, 


(^) OEiwres de Cauchy, S. 11, T. IL 
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Les valeurs exactes de ces fonctions seront de la forme 

Al Sj 5 £2, ■••1 A,2 £;j, 

C|, £0, £„ désignant des quantités dont les valeurs numériques 

seront très petites; et l’on aura rigoureusement 

tZi X -t- Z>i y H” Cl Z “H.. . H— Al w — Al — £1, « 

CÎ2 X —A2 y "H C2 Z H~... H— A2 ^ — k^ — £21 

•. f 

a^x H- h^y -t- CjiZ -f-... + A,i<f — A„ — £„. 

Soit maintenant x celle des inconnues x, y, z, ..., «p pour laquelle 
les valeurs numériques des coefficients offrent la plus grande somme. 
Désignons cette plus grande somme par Saj, la lettre i désignant l’un 
quelconque des nombres i, 2, 3 , ..., /z; et soient 

SA,, Sc,-, ..., SA,- 

CO que devient Sài,- quand on y remplace les coefficients 

^1 ? ^2> • • •» 

par les coefficients 



Al, A2, * • ■, A,,, ou Cl, C2, .. •, c,,, . • •, ou A], A2, - •., Ai,,. 

On tirera des formules (i) 

(a) zcSa,--t-jS Af-h 5 Sc£ + .. .- 1 - ivSA,- — S Aj — Ss,-. 

A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer x des équa¬ 
tions (i), et, en posant, pour abréger, 

ai 

bi —a,-S A,-= AA/, c,-— a/S C/= Ac/, ..., ht — cxiShi= ^hi, 

kl — cc/ S A/ ^kij £/ cc/ S £/ — Ae/, 


( 4 ) 
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on obtiendra, au lieu des équations (i), les suivantes ; 


^ AC] •.. ~l“ ïv AA] — AA] As], 

y A&2 ^ Ac2 “H... A/z^ — AA2 ■ ■ As2 , 

. . 

y ^ A/z,] — AA,] As,,. 

Soit maintenant J celle des inconnues y, z-, ..., w pour laquelle, 
dans les premiers membres des équations ( 5 ), la somme des valeurs 
numériques des coefficients est la plus grande possible. Désignons 
par S'Abi cette plus grande somme, et par 

S'Ac,-, ..., S'A/Z]- 



ce que devient cette somme, quand on y remplace 

AA], AAo, ..., Abn 

par 

AC], Ac,, Ac,„ ..., ou par A/z,, Ah^, ..., A/z„. 

On tirera des équations ( 5 ) 

(6) jS'AA,-+^S'Ac,-h. . .+ (cS'A/z,-=: S'AAi- S'As,-. 


A l’aide de cette dernière formule, on pourra éliminer j des équ;i- 
tions ( 5 ), et, en posant, pour abréger. 


(7) 


^i= 


Abi 
S'AA,-’ 


/ox ( Ac,- —S,-S'Aci —A®c,-, ..., A/z,-— d,-S'A/z,-= A^A/, 

(^) i 

[ Aki— A^/C;, As/ — zir. A-e,-, 

on trouvera 

- A-Ci . .-hw AVzi == A“/ci — A^.£i, 

s A- C 2 H-... -h A- Ao ™ A '2 A-g — A^ £ 2 , 

...î 

s A'^c„ +... - 4 - w A^ A„ = A- A„ — A^s,,. 



En continuant de la même manière, on obtiendra définitivement, à 
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la place de l’équation (i), un système d’équations de la forme 

I tv 

1 w A'"-' h, — A"‘-’ A-, — A'"-’ 

(■O) .-.■.■’ 

( A'«-* /!,, = A“-‘ — A'«-‘ ; 

puis, en désignant par A,- la somme des valeurs mimériquos 

de A"'”* h,. A"'"' h.,, A"'”* h^, et par 

S<'«-o A'«-i/fi ou par A“-*£i, 

ce que devient Sf'““'^A““* A/ quand on y remplace h,, ..., par 

/fj, kn OU par s,, £j, e,„ 

on tirera des formules (lo) 

(i i) ipS("'-'>A"'-‘/i/— Sf"'-‘)A"‘-‘/fj— S<"‘-')A“-'£,-. 

Enfin, en éliminant w des équations (lo) à l’aide de la formule (ir), 
et posant, pour abréger, 

_ A™-' h,- 

A'«-'Ai’ 

( A"' ki — A'«-‘ ki — f\t S'"‘ ■*> A'" ki, 

1 A"' s,- = A"‘-‘ Si — Y); A'"-’ Si, 

0=: A"'Ai —A"‘£i, 

par conséquent, 

(i5) A™£,=rA"‘Ai, A"’£ 2 =A'«A' 2 , A"‘£„,= A"'A„. 

Ces dernières équations déterminent complètement les valeurs de 
A'"£,, A^'s,, A"'£„, c’est-à-dire les diverses valeurs de A'"£,-. Si, 

pour abréger, on pose 


( 12 ) 

(.3) 

on trouvera 
(> 4 ) 
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on aura généralement, en vertu des foi mules (i 5 ). 


( 17 ) 


ü'>‘ei= e,-. 


Si, d’ailleurs, on pose 

( 18 ) À = S£;, fl = S'As,-, 

on tirera des formules ( 4 ). (8), 


çrr A"'-'£/, 


’ (17) 


(,g) £,r= «,-7 -t-S/fH- Vi-T' +• • •+ Ui'Ç + 0 /. 

En vertu de la formule (19)* la valeur do £,• dépend d('.s valeurs des 
fn sommes représentées par les lettres 


l, fl, V, ç. 

L’hypothèse la plus simple que l’on puisse faire sur les valeurs de ces 
mêmes sommes est de les supposer milles, c’est-à-dire de prendre 


( 20 ) èEi=0, S'A£,-r= 0 , ..., £,■--= O. 

Alors on a généralement 

( 21 ) Si=di, 

et les formules (2), (6), ..., (i i) donnent 

Æ:SaH-yS&,- -h-• •-!-(vS/lj- =SA';, 

yS'Abi + .-.-i-wS'Ahi =S'AAv, 

.? 

A'"-' hi — 



Ces dernières équations sont celles auxquelles conduit la méthode 
d’interpolation déjà citée. Elles fournissent, pour les inconnues x, y, 
-, ..., ee, des valeurs que l’on peut aisément calculer, en commen¬ 
çant par w. Ces valeurs, qui ne sont qu’approchées, jouissent de pro¬ 
priétés remarquables indiquées dans le Mémoire sur l’interpolation. 
Si on les désigne par x, y, z, ..., w, si, d’ailleurs, on nomme t], 




E\T1Î VIT N" :>10. kt 


:.fo le 

s t‘rrrurs 

<|u’elle 

S roiïijHiîiiMif, oü aura 

rip)uruus(‘îHrîïl 

nSo, 

\Shi 

• zSr, 

... • \\ S//, 


S/,» 

1 

(..î , . 

N S'AA, 

!• /. S^Ar 

^ = .. . • wS'A/l, 


S'AÂ,» 

1 

e! 

f 


\\ S * 

’A"' 'A, 

^ fil 1 1 m î ^ 

Mil 

\ it 


0. s i. : 


., U’ s\ ; 

et, des é(|iia!ioas i ? 

). ( <■' ),. 

,.., ( I I ), joint( 

‘S aux ronmiles ( i S ), ( ■ï.\ ), 

( 2'i t, on tirera 






j 'Se, i 

.'"SA, 

:Se, i . . . , 


/» 

f 1 

1 

1 

vS'AA, 

. .^S'Ae, 1 . . . , 

A/u 

F- 


mS 'A"' ' 


li est Itdii ii’ulis(*rv(>i* (iii'iMi vcrfii <li‘s lurmiili's ('» ) cl ! ~ i 

lltCfll 

I»* S y, ...» S n, 

I, S'y, U. ... S'■>, 

S'’y, 1 , .... S"^/, «t. 


r.clu pcM-, (Ml tirera siicccssivcinciil de la lorinnie ( ttj) 

< .1 ) 

S' i, ?.S' », 1 p, 

(’>7) ' S’f, i pS"?., i U, 

1 S"" ‘h, i pS'™ '>6,+ ...-t" «. 

et r<iii iHHirra d<'s formules (•>.7). jointes aux é(|uatioiis (2’»), tirer 
d’ahord les valeurs des e.ocdïicients 

ï., ft , V , i , 

OEurrri dfC. - S. I, t. XH. ti 


et ( H ), etc., on a j^étièrale 


( «<; ) 


s 5f, I, S 

S'L 
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puis celles des erreurs 

-n, Ç, •••, 

de manière à obtenir ces diverses valeurs exprimées en lonctious 
linéaires des sommes 

Set, S'si, S('«-‘)£/, ' 

OU, ce qui revient au même, en fonctions linéaires des erreurs 

Si J * • * y • 

En opérant ainsi, on parviendra à des équations de la forme 

/ ^ s, H- ^2 £,H-. ..H- e„, 

] Y] =: Kll £|-h *02 ^2 + ' • ■ “1" 

( 28 ) 

j .* • ? 

y 0) iz: 6)1 Sj H-'CO2S2 

i,, ^2, ..., Y],, 7],, ..., ... ; 0),, Cl),, ..., étant dos quantités 

dont les valeurs seront données en nombres; et, à l’aide de ces équa¬ 
tions, on pourra se former une idée du degré de précision avec lequel 
chacune des inconnues 

æ, y, s, ..., w. 

est déterminée par les formules (21), ou, ce qui revient au même, 
par les équations 

(29) ' æ = x, y = y, Z —Z, ..., (V —w. 

En effet, les erreurs * 

n, ç, ..., w 

que l’on commettra en prenant x, y, z, ..., w pour valeurs des incon¬ 
nues X, y, :e, w seront équivalentes, en vertu des formules (18), 
à des fonctions linéaires et déterminées des erreurs 

^1 ? £ 2 » ■• • • J £/i J 

et par suite les limites ^que pourront atteindre les valeurs numé- 
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riques de y], C. • • •, w dépendront des limites que pourront atteindre 
les valeurs numériques de s,, s„. 

Concevons, pour fixer les idées, que les quantités k^, Ic„ 
soient toutes de même nature, et que, dans la détermination de cha¬ 
cune d’elles, l’erreur à craindre soit renfermée entre les limites — z, 
-HE. Soient, d’ailleurs, 

3 la somme des valeurs numériques des quantités ia» • • • - 
H la somme des valeurs numériques des quantités yji, v],, ..., '/]«; 

.... ..... 

O la somme des valeurs numériques des quantités w,, coj, ..., ü)„. 

En vertu des formules (28), lorsqu’on prendra x, y, z, ..., \v pour 
valeurs approchées des inconnues cc, y, w, les valeurs numé¬ 

riques des erreurs à craindre auront pour limites les produits 

3e, Ile, ..., £2e. 

Par suite, si, au-dessous des inconnues 

X, y, . (r-, 

on écrit les nombres correspondants 

1.^, Il, . ■ • ^2, 

alors, à un plus grand nombi’c correspondra une inconnue pour 
laquelle la limite des erreurs à craindre sera plus considérable. Les 
grandeurs respectives des nombres inverses 

(00) -g, ^ 

fourniront donc une idée de la précision avec laquelle les inconnues 

æ, y, ..., fv 

seront déterminées par les formules (29). 

On se formera une idée plus exacte encore de cette précision, si, 
au lieu de supposer les valeurs numériques des erreurs £,, £2, ..., z„ 
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inférieures à unè certaine limite £ qu’elles ne puissent dépasser, on 
considère chacune d’elles comme pouvant atteindre à la rigueur une 
valeur numérique quelconque, mais avec une probabilité qui dé¬ 
croisse très rapidement quand cette valeur numérique vient à croître, 
et si l’on prend pour S, H, ..., O des nombres proportionnels à ceux 
qui exprimeraient alors la probabilité respective de l’abaissement des 
valeurs numériques des erreurs ç,r\, ..., co au-dessous d’une limite 
commune et infiniment petite. C’est ce que je me propose d’expliquer 
plus en détail dans un autre article, en recherchant comment les 
nombres S, H ,12 dépendraient alors des coefficients ^2» •••. 

1 > 2» • • • » 5 • • • î WI > COo ) . • • > • 

Avant de terminer cet article, nous remarquerons que des valeurs 
de a;,..., w, fournies parla nouvelle méthode d’interpolation, 
on peut aisément déduire celles que fournirait la méthode connue des 
moindres carrés. On y parviendra, en effet, en opérant comme il suit. 
Désignons par la somme des carrés des erreurs 

Pour que cette somme devienne un minimum,, comme l’exige la mé¬ 
thode des moindres carrés, il suffira d’attribuer aux quantités 

X, JJ.) V, ... y Çf 

comprises dans le second membre de la formule (19), des valeurs qui 
vérifient les équations linéaires 

4- 4-.. . 

Xê,- (ccd ■+■ Si'H- 4 - y/V 4-.. .4- Y),'Ç -4 6 , ) =0, 

.> 

4- -4 y^-v H- . . . -h y)iÇ -h 0i) - O- 

D’ailleurs, les diverses valeurs de 6,- étant généralement très petites, 
on pourra en dire autant des valeurs de X, [jl, v, , ç, et, en les cal¬ 
culant, on pourra exprimer chacune d’elles à l’aide d’un très petit 
nombre de chiffres significatifs. Cette, circonstance permettra de 
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résoudre facilement les équations ( 3 i). La résolution étant effectuée, 
les valeurs des inconnues x, y, z, ..., w seront fournies par les 
équations 

(24) x — — 7 = y —n, z — z — w = w —w, 

les corrections y], ‘Ci • • • > w étant elles-mêmes déterminées par le 
système des équations 

I C S cil -H TQ S hi —C/ H—. .. H— (O S hi "kj 

-nS'Aèi-+-ÇS'Acj H-.. .H-wS'A/i,- =l>-> 

. . ÇS"A2c,-t-...-i-a)S"A2/i,' =v. 


En vertu des équations ( 3 i) et ( 32 ), les corrections Ci rii Ci . •., w 
offriront des valeurs numériques qui seront en général sensiblement 
inférieures à celles des quantités 0 ^, ô», 0 „. La raison en est que 

les coefficients de X dans la première des équations ( 3 i), de p.dans 
la seconde, etc., de ç dans la derni'ere, c’est-à-dire les sommes 

2a? 2ê? 2 yi? 

se composeront de termes qui seront tous positifs, tandis que les 
autres coefficients et les sommes 

laiOi, ..., IviOi 

se composeront de termes qui seront en général les uns positifs, les 
autres négatifs. Donc, et attendu que les valeurs numériques des 
quantités 

ô„ 0j, ..., e„ 

seront généralement très petites, on pourra en dire autant a fortiori 
des valeurs numériques des quantités 

f^i • * * I 5 

et des quantités 

C, n, ç, ..., U, 
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qui se déduiront successivement des premières a I aide des équa¬ 
tions ( 3 i) et ( 32 ). On ne devra donc pas être surpris de voir les résul¬ 
tats que fournit la nouvelle méthode d’interpolation coïncider en 
général à très peu près avec ceux auxquels on est conduit par la mé¬ 
thode des moindres carrés. 

Remarquons encore qu’on pourrait appliquer aux équations ( 32 ) la 
méthode de i-ésolution employée pour les équations (i). Cette applica¬ 
tion sera d’autant plus facile, que les valeurs numériques des quan¬ 
tités 

0 ], 02 , • • ■ > 

seront plus petites. En effet, lorsque ces valeurs numériques, et à 
plus forte raison celles de X, p., v, ..., ç, seront très rapprochées do 
zéro, on pourra ordinairement, dans le calcul de cos dernières, s’ar¬ 
rêter après la détermination d’un petit nombre do chiffres décimaux, 
par exemple d’un ou de deux chiffres significatifs. 


520 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les différentielles et les variations 
employées comme clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVII, p. 38 (il juillet i 853 ). 

Comme j’en ai fait ailleurs la remarque, il est souvent utile, dans le 
Calcul différentiel, d’attribuer aux différentielles des variables indé¬ 
pendantes des valeurs finies et déterminées. La même remarque, 
dans le Calcul des variations, peut être appliquée aux variations de 
constantes arbitraii-es supposées indépendantes les unes des autres. 
3 ’ajouterax que ces différentielles et ces variations peuvent être aussi 
employées utilement comme clefs algébriques. C’est ce que je me pro¬ 
pose ici de faire voir. 
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§ I. — Différentielles employées comme clefs algébriques. 

Considérons n variables x, y, z, ... liées à n autres variables x, 
Z, ... par n équations distinctes. En vertu de ces équations, 1 
variables x, y, z-,... seront fonctions des variables x, y, z, ..., 
réciproquement. Cela posé, on aura, en considérant x, y, z, . 
comme fonctions de x, y, z, ..., 

( àx ~ DxÆ dx -h DyX dy + dz H- ..., 

(i) d/=rD.xydx-f-Dy7dy-hD2/dz-+-..., 


et, en considérant x, y, z, ... comme fonctions de x,y,z, ..., 

I dx = Da;X dÆ -h DyX dy + D-x ds H-..., 

( 2 ) ' dy — Dajjda;+ Dyy dy + DjZ dx;+ ..., 


Concevons maintenant que l’on combine entre elles, par voie de mi 
tiplication, les différentielles dx, dy, ds, ..., déterminées par 1 
formules (i), en considérant les différentielles 

dx, dy, dz, ... 

comme des clefs algébriques assujetties aux transmutations de la forn 

(3) dydx:rl—dxdy. 

Posons d’ailleurs 

(4) dxdydz... :r:i, 

et désignons, à l’aide de la notation [ dojdjds... |, ce que devient, ( 
égard aux transmutations ( 3 ) et ( 4 ), le produit dajdyd.s .., des d 
férentielles des variables x, y, z, .... La formule ( 3 ) et les formul 
semblables entraîneront avec elles les transmutations de la forme 


( 5 ) 


àydxzz. — dx dy. 
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et, eu égard aux formules (3), (4). (5), on tirera : i° des équa¬ 
tions (i) 

(6) I dajdjds... I =S(±:Dx^Dyj'DjS...); 

2 ° des équations ( 2 ) 

(^) I — I dicd/d^... I S(±:D:ïXDyy DjZ.. 

Si, dans cette dernière formule, on substitue pour Idædjds ... | sa 
valeur tirée de l’équation (6), on obtiendra la suivante 

(8) S(±:D„a?D,7D,x;...)S(±;Da:XDyyD3Z.. .) = !, 

à laquelle satisfont, comme l’on sait, les dérivées que l’on forme, 
quand on différentie d’une part x,y,z, ... considérées comme fonc¬ 
tions de X, y, Z, ... , d’autre part x, y, z, ... considérées comme fonc¬ 
tions àn X, y, Z, .... 

Concevons à présent qu’au-dessous des n variables 

X, y, Z, ... 

on écrive n autres variables 


U, (>, (V, .... 

En nommant h, k deux fonctions quelconques des in variables 

X, y, Z, ..., a (>, w, ..., 

on aura 

I d/i nn cli3? -1“ DjA ôiY “H... -f- A û.ii -4“ Dpr A —}*- • • • ^ 

(q) 1 

I d A A Ù.00 —1— D J A dy -f- • • • H~ DA du h— Jdçh d. • 

Cela posé, désignons à l’aide de la notation | d4d^| ce que devient le 
produit dA àk quand on assujettit les différentielles des deux systèmes 
de variables 

X, y, s, ..., 

U, V, w, ... 

aux transmutations de la forme 


(lO) 


d« dw ü I, ày àv:ni, d.3 dw :r: i, 


dwdjîü—I, àvAyzz.— !, dfvds^ — i. 


• • ? 
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en remplaçant par zéro, dans le développement de dAd^, ceux des 
produits binaires des différentielles 

Û.X, ûy, Az, Au, de, dep, 

qui ne sont pas compris dans la formule (lo). On trouvera 

(11) \AkAh\ = {h,k), 
la valeur de (h, Je) étant 

(12) (/), k) = ïiji DJ: - D„/i D^k + DyhD.k - I)„/i 1)^Â- +.... 

xAjoutons qu’en vertu de la formule (12) on aura généralement 

(13) . {k,h)^~{h,k) 

(d 

(i/i) {/i,/i)-=o. 

Supposons maintenant les 2/?. variables 

.V, y, Z, ..., U, c, 

liées à 2/t autres variables 

a, b, c, ... 

par des équations de nature telle, qu’on puisse en tirer les valeurs 
de X, y, Z-, . .. exprimées en fonctions de a, b, c .et, réciproque¬ 
ment, les valeurs de a, h, c, ... exprimées en fonctions de x,y, z, _ 

On aura, non seulement 

( ' '^ ) tlii' ~ tlx Dy U dj^ -H... -H D ,i U A U H- D,r U de -t-..., 


mais encore 

(16) 


dx zziDaX Aa D/, X Ab + De X Ac , 

d« -- Du U d« -(- ü* U Ab -hDc U Ac . 


Cela posé, si l’on considère les différentielles àx, dy, ..., du, de, ... 
comme des clefs algébriques assujetties aux transmutations ci-dessus 

OEmres lie C. — S. t, t.XII. 


7 
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énoncées, on tirera de l’équation (i 5 ) 

I d« cIæ; I = — D„ a, I da da | = D^; a, 

et des équations (i6), jointes à la formule (i i), 

I d(5! diu I — («, a)'Oa^ {o-, b) Di,x + [a, c)D^.*' -t-.. 

I da d« I = (a, a) Da « -h (a, Z<) D* w -f- (a, c)D6. « + .... 

On aura donc, par suite, 

Dar a = (a, a) Da a -H (a, 6) D* « + (a, c) D^. 

D,j a = — {a, a)ï)aX — (a, 6) D* a; — ( a, c) tl^, a? —.... 

Ajoutons que les équations (17) continueront évidemment de sub¬ 
sister, si l’on y remplace les variables x et u soit par j et e, soit par 
.s et (-V, ..., ou bien encore, si l’on remplace la quantité a par l’une 
des quantités b, c, .... 

Concevons, à présent, que, x,y,z, ..u, ç, w, ... étant consi¬ 
dérées comme fonctions de a, b, c, ..., on réduise à l’unité la diffé¬ 
rentielle de a, et à zéro celles de b, c, , en sorte qu’on ait 

(la = I, d6 = 0 , de O, ... ; 

les équations (tG) et les formules analogues donneront 

do? — Da tZ‘, (\y ~ Da y, •.., 
du — Da U, de rz !)„ (', .... 

Par suite, la formule (i 5 ) et les formules semblables qui fourniront 
les valeurs de dè, de, ... donneront 

/ Da- a Da X -H Dy a Da,y Da a Da a H- t),/ 1)^ o -f-... “ i, 

f a\ I ^ ^ ^ H- ... -I- Da bDu U -h Di, b Da (’ -f- . . . rr; O, 

1 Rec e Da X Dy C DaY H” • * . H” Da C Da W D^ C Da 0 " O, 



Or, si dans les équations (i8) on substitue pour 

Da; a, D y Cl, ..., Da:é, Dy 0, 
..., D a h, D i, b, 


D^a, D^a, 


• * 9 
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leurs valeurs tirées des formules (17) et des formules analogues, on 
trouvera 

I {a, a)\_a, a'\ -\- {a, b)[a, b'] + {a,c)\_a, — I, 

) («, f?) [é, rt] -H (rt, 1^) [Z?, d/] + (a, c) c] H-... —O, 

I (a, a) [c, «] + («, b) [c, b] -t- (a, c) [c, c] H-... o, 


les valeurs des quantités 

[a,a'], [a, 6], [«,c], [i,a], {b,b'], [6,c], ... 

étant données par des équations de la forme 

( 20 ) [/i, A'] = D/, .T Di U — D* uDtæ -Jr DajD/, v — Da vD'^j -+-..., 
de sorte qu’on aura généralement 

(21) . [A, A] [A, AJ 


et 


(22) [A, A] tir O. 

Si les formules (19), respectivement multipliées par des facteurs 
indéterminés a, ê, y, ..., sont ensuite combinées ensemble par voie 
d’addition, alors en posant, pour abréger, 

/ À tri [rt, ajoc -t- [A, «]6 + [c, «jy -i-,.., 

(28) < /J. rr [fl, A]a + [A,'A]6 - 4 - [c, A]y -H.. 

( V rrr [fl, C ] OC + [A, C J 6 -f- [c, fljy -H.. 

on obtiendra l’équation unique 

(24) (fl, H- (fl, A)fx -•(- (fl, c)v H-. . .== a, 

qui équivaut seule au système des formules (19). D’ailleurs il est 
clair que l’équation (24) devra continuer de subsister, si l’on y 
remplace a et a par h et ê, ou par c et y, etc. On aura donc géné- 
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6k 

et de plus 

M6pv... | = —|Xav... |, lyfAv... [=:—. i, 

(.34) I j Ayv... I r= — I .. I, 

Les équations (19) sont précisément celles que j’ai données dans 
le Mémoire lithographié en i 832 ('), comme propres à déterminer les 
quantités 

{a,b), {a,c), {b,c), ... 

en fonctions des quantités 

. {a, à], [«, c], ..., [b,c'\, -' 

Pour qu’il ne restât aucun doute à cet égard, il convenait, comme l’a 
remarqué M. Liouville, de prouver que les valeurs de 

{a, b), {a,c), .. ., 

déduites des équations (19), ne sont ni infinies, ni de la forino 
Or c’est là ce que prouve, en effet, la formule ( 3 o) ou ( 3 i). 
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Analyse mathématique. — Suite du Mémoire sur les différentielles 
et les variations employées comme clefs algébriques. 

C. R., T. XXXVn, p. 57 (18 juillet i 853 ). 

§ IL — Variations employées comme clefs algébriques. 

Soient données entre la variable t, n fonctions de t désignées par 
x,y., Z, ..., et « autres fonctions de t désignées par u, 0, w, ..., des 
équations différentielles, en nombre égal à 2/t, et de la forme 

j D«^- D„Ç>, Dfj= B,Q, Biz ~ I)„Q, 

\b,u-= — D;^Q, Dto=~ByQ, Ï),w = —D.Q, 


( ^ ) Œuvres de Cauclij, S. II, T. XV. 
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tii(‘(ri‘s, pour 1(‘ <';is oii l’on suppose les Viirialioiis de (i, h, <\ ... 
iiidépeiidanli'S île /, [letif se dédiiiri' de la idrinuli' (ti), eoiiime la 
formule (i i ) peiil èli’e lirée d(‘ réi|ualiou (^(>). il y a plus : ou peul 
l'aire eoïneider la formuli' ( i i ) avee réijualion ((>) de la maiiièi'e sui- 
vaiile. 

Pour que les eouslanles </, />, <\ ... soienl arhilraires. il siiliil iiii’oii 
les siijipuse l’epréseulées par di'S foiielions arhilrairemeiil ehiiisii's 
d’une atilre euiislanle arhilraire /i ou .Mors, en iiommani s une 

fouelion diw/, />, r ./. el eu iiidiquaul, à l’aide de la eai'aeléris- 

(ique 0 ou ^/I, des varialioiis ladalives ii la première ou :i la seeoiide 
hvpollièse, on aura, si l'on eonsidi're <t, ù, r, ... eomme roiielioiis 
de /k 

os P/, so/i. 


el, si l’on eonsidi're a, /^ r, ... eoinme fonelions d(‘ X\ 



0/, s./A. 

Par suite, en posant 


on aura siiiqiieineiil 

s lu ^ 

el l’on en eoneliira 


{iM 



D’ailleurs, il snllira de sulislilui'r, dans la formule (i i ), aux deux eon- 
slanles ariniraires el h les deux eonslaiili's arhilrairt's // el X", [mur 
ohtenir l’éipialioii 

1 X'./• I eoiist., 

dans laquelle on aura 

et, eu ('Kurd à la Dirmule (i/j ), réquation (if>) eoineidera évideinmeni 
avee la forimiie (7). 

Observons ii présent que, en vertu des équations tinies qui repré- 

OEurres ‘if (E S. I, t. XU. ^ 
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scnleront les intégrales générales des équations (t), on pourra consi¬ 
dérer, non seulement les inconnues x, y, z-, ..., a, r, (r, ... couinn' 
fonctions de t et des constantes arbitraires a, b, c, mais aussi 
a, h, c, ... comme fonctions de x, y, z, ..., u., o, w, Cela posé, 

si, en nommant A, k deux fonctions quelconques (1(> x, y, z, ..., u, i-, 
m, ..., c on pose 

(17) = D„/d)^./,--t- Dyhï)^/.- — DJi. l)y/. -h. . 

on prouvera, comme dans le § I, que les quantités (y, b), {(/, c), ..., 
(b,c), ... peuvent être exprimées par des fonctions ralioniu'llcs d(‘s 
quantités [a, b\, [a, c], ..., \b, c\, .... Donc, si l’on prend pour h, k 
(leuxquelconques des quantités b, c, ..., la formub' (10), (jui sub¬ 
sistera toujours dans cette hypothèse, entraîiuu-a la suivant!' : 

(18) (A,/»■) r=: consi,. 

Au reste, sans imcourir aux calculs etfcclués dans le ^ 1, on [nnirra 
sans peine établir la formule (i), en considérant d’abord h' cas 011 les 
constantes arbitraires a, b, c, ... s(' réduis('nt aux valeurs particu¬ 
lières qu’acquièrent les inconnues .z;, y, z, ... , u, ç, u’, ..., pour uiic 
valeur donnée, par exemple pour une vah'ur nulle de la variable /. 
En effet, soient x, y, z, ..., u, v, w, ... (;es valeurs [larticidif'res, en 
sorte qu’on ait, pour l ~ o, 

(.9) . 

( « — u, c :r V, IC W, .... 

On aura, en vertu des équations (i 5 ) et (16), 

(20) [A, A] — l)/,x])/,n -- l)/,u I)/,x-e D/.y D/.v - - J)/, v l)/,,y +_ 

D ailleurs, si l’on prend pour h et k deux quelconqui's (h's (piau- 
tités X, y, z, ..., u, v, w, ..., les termes de la suite D/, x, D^y, 

D^z, ..., D^u, Dav, DaW, ..., et ceux de la suite DaX, DAy, Daz, _ 

DaU, DaV, DaW, ... s évanouiront tous, à l’exception des terriH's 1)/,A, 
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D^A', qui se réduiront l’im et l’autre à l’unité. Cela posé, il est clair 
que la formule (20) donnera 

(2>) [/^,Â-]::^0, 

à moins que h et/r no se réduisent à deux termes correspondants des 
deux suites 

X, y, 

Ll, V, w, 

et que, dans cette dernière hypothèse, on aura 

(22) [/^, A] rr.- [/.•,/;]=,, 

si h représente un terme do la suite x, y, z, ..., et k le terme corres¬ 
pondant de la suite u, v, w, .... On trouvera clfectivement 

, ( [x,Ll] = I, [y,V]=:t, [Z,W] — t, 

( 23 ) 

([U,X]=: —I, [v,y]=:—I, [w,z]-.= —I, 

et les autres expressions de la forme \k,Ic\, non comprises dans l('s 
formules ( 23 ), mais relatives au cas où A, k représentent deux (h's 
quantités x, y, z, ..., u, v, w, ..., se réduiront à séro. 

D’autre part, si, en désignant par s l’une quelconque dos incon¬ 
nues X, y, u, e, w, ..., et par / Tune quelconque des con¬ 

stantes arbitraires x, y, z, ..., u, v, w, ..., on pose. o.y = I)^.y, la for¬ 
mule (G) donnera 

( 24 ) (ô, üfi] — Sx D/ H — OU J)/ X -h Sy I)/ (’ — ôc -1-... ; 

e.t, comme, en vertu de l’équation (7), la valeur précédente de. (0, c/l) 
ne sera point altérée si l’on y pose i = o, on, aura nécessairement 

^ j SxD/U — i 3 </[)/if-t-(îy ]>/(’ — iî(> D/y H-... 

I = 3 x D/ u — ôu D/ X -+- ôy J)/v — Sv D/j -f-.... 

Soient maintenant A un terme quelconque de la suite x, y, z, ..., (ù 
k le terme correspondant de la suite u, v, w,_On tirera de la for¬ 

mule ( 25 ), en posant l — h, 


(26) 


Sx D* u — Su 1)/, X -h ây 1)/, <> — Si’ ü/^y -h.. . = — SA-, 
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ÜO 

ot, (Ml [Hisaiif / X", 

(■>-) O./’1)/,. « — lî//1)/,. r J o.rlC.i' 01' O 1' 


Si <lans !(‘s 

forHnil(‘s (2 

7 ) <■' ('-i 

()) 00 S!ihsfiî!ii 

‘ il 0 //, c/l' \ahon 

(loillKM'S \n 

ir 

diMix (''([uaf iniis de 

la tonna 



0 / 


• Dy/'h' 

' ... " IKi ^ 

II. ior ~ 

ou (rouv(‘r 

a 






( 

1)^^. // O.r 

- D, A ôe 

. ... 

îh h U. 

(‘M)) 

1 

//ar ■ 

P^eor 


II 4 1 

(‘1 






i 


|), /» o.r 

1», /. o e 

... Il«/. 

^ II, L 0. 

Cîn) J 



11/, e ô c 

... Ih, 1 

Il/, _r 


Ces (l('U\ dernières liirnuiles i 

levant Miii 

sisfîT, 

qii<‘llos qiif* xiiü'iif 

variaiidiis o.r. 

\ % 

or, 03, .. 

. , 'JM. 

oe, Ote, ,. 

* , iill f‘ 

îi riiîioiiîr.i 

\ PxA 

I>t ", 

1),// 

P* e. 

II. /i 

Il i<. . 

{‘.U) ! 

1 Kk 



~ IC V, 

tK 

Ui .. 

et 

1 l>„.A 

(3-0 

!>/, //, 

Il, /. 

IC, ‘. 

1) /. 


1 l)„/. 


IK/. 

IC, e. 

I»,. A 

Ih. 


En V(M’tii (les foniaili's ( îi ) et ( Sy. ), i*ii aura itiiMuuH'iil 
(,Ti) (//, X) l/<./. I. 

[lar coiisc'miihmiJ, (Mi ayant ('*^aril à ri'M|uali(Hi (/n ), 

( 3 /,) Uhk) --(fuh) .. 

Ajoutoiirt ([UC, si rmi iiomiiic /i, h’ (hnix tenues (ii>-f!ueN île la Mille 
y, Z, (‘t, k, k' les diMix terau^s (■arresjiniulaiit'i de la Hmle ii, 
w, ..., an aura eiieore, en vertu des foraiuli's (i i jet ( l'J K 

(//,/d) rrj 1 (X,A') 

--'N {k.h') O. 
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Donc, en définitive, si l’on nomme h et h deux termes de la suite x, y, 
Z, ..., U, V, w, ... qui ne se réduisent pas à deux termes correspon¬ 
dants des deux suites x, y, z, ... ; u, v, w, ..., on aura toujours 

( 35 ) {h,k)=.o. 

Il en résulte aussi que la formule ( 33 ) subsiste toujours, quand on 
prend pour A et A deux termes quelconques de la suite x, y, z, ..., 
U, V, w, _ Donc alors la formule (i 5 ) entraîne avec elle la for¬ 

mule (i8). 

Considérons maintenant le cas général où A, k représentent deux 
constantes arbitraires quelconques, introduites par l’intégration des 
équations (i). Ces deux constantes arbitraires ne pourront être que 
des fonctions de x, y, z, ..., u, v, w, ..., et, si l’on attribue à ces 
dernières quantités les variations Sx, Sy, oz, ..., Su, Sv, Sw, ..., les 
variations correspondantes de A et k seront données par les formules 

^ ^ ù/i ~ ox “h DyA oy ■+■... -i- Du A ou -i- Dy /f àv *+- •.. ^ 

I §k — D,/c èx H- Dj./c ay +... + 1)„ k ou -+- Dv k èv 

D’autre part, on vertu des intégrales générales des équations (i), on 
pourra considérer non seulement cc, y, z, .... u, e, tp, ..., comme 
fonctions de x, y, z, ..., u, v, w, ..., t, mais aussi x, y, z, ..., u, v. 
w, ..., et, par suite. A, k comme fonctiorts de x, y, z, ..., u, e, 
w, ..., * 5 ; et alors, à la place des formules ( 36 ), on obtiendra les sui¬ 
vantes : 

( a/l = DjA aie -t- Dy/i ay -t-... -h i)„ A au d,,a ar -i-..., 

(^7 ) i 

I a/f = D^kèx -f- DyA-ay -h..D„A èu h- D„A ar H-.... 

Or, des formules (37), jointes à l’équation (17), on tirera 
( 38 ) I a/l a/: 1 = (A, A), 

pourvu que l’on représente,' à l’aide de la notation |SAoA|, ce que 
devient le produit ShSk dans le cas où l’on considère les variations 

aie, ay, èz, a«, ae, Sw, 
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coiume (les clefs assuj(‘l(i(‘s aux {raiisiuufalioiis 

^ o.rorf^ii, or oi’ ^ o^oir ■ , 

('^9) j <X ^ ^ n ^ 

i ON o.^‘ “ I, ov oy î, otr oz 1 , . • . » 

(‘t où l’on reïnphH*(‘ par zôro 1rs produifs lunairrs dos lornit*’- \aria 
lions, non (‘onipris dans loz fbriniilos DùîüloiirN. dr !;i fnr- 

iHnl(‘ (dtS), joinio à rdqnalion {‘if) (»u (1*5 K il rô>u!l«‘ : (“qiii* I’hii 
aura 

(4o) I o/; oA î, o7i oA ^ f, 

si l’on priMul pour /i on Irrnu* do la snifo x, }, , ot pour /* Ir îomio 

corr(rsp«)ndan{ do la siiih' a, r, ir, ... ; ?/’ qto* Ton aura, an oouîrauT, 

(40 joAoA 10 


si Ton pnnnl pour// ol A* doux lornn*s do la suito .... lu 

\v, ... ([ni no sc* lanlnisonf pas a d(nix lioanos oorrospioidaiit’^ <Ion 

d(Mix sui((*s X, y, z, \u \\ \s .Cola posd, îa valotir ^ooîf’ralo di* 

iù'xpia^ssion jo/zoX^p finb» dos forinnlos ( 3 ( 5 ), stnxi ôvidoiîiiiionf orlli- 
(fu’on oIdi(‘n( ([uand on oon.sidôra* los variafîons ^x, c\, 0/, '{11, 

o\\ ow, ... (n)innH‘d(‘s olols assnjolfios aux îraiiMfiiitatioïis 




( >i\ '(Il 

I ou ùx 


0} o\ 
'A 'A 


O/.ÜW 1, 

'AV '(/. t. 


e(. (jiiaiid (Hi l■(‘IU|)la(•(‘ par zéro les prinlints de ces iiièuies vanatiKii», 
non c,onipris dans les fonnules { >• <‘ii opéraiif ainsi, on (roiner.i 

oh,U - P,/il),./. .I>,/| !>,/,, 

e(, coinine la lonmile ( 3 H) donne ^('Miéralenient 

(43) ih,A) ]dhoh\, 


on aura eiunirc* 


(44) (/(. /.) ‘ I>x/( J>,.4 ■ J)«/( l>.4 O i),fi 1),/. - !)./( !),/« • .. 

puis, d(( la formule ( 38 ), roiupartm à réMjualion (17), 011 eonelura (jiie 
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( 

la \alt*ür {h, /•) u'i^sl pas alfrr<'M\ «[iiand ou y posa / - o, cM, pai‘ suili 

■ r \, r >, // n, a \\ u’ \v, ... 

On aura <lün(‘ ijfâiîéraiaiîKnil {h, k) rnnsl., «‘onrorint'nnanl. h l’aciu 
lion ( J H K 

La loi*nni!{‘ ( VM nllVa ananra un niuyan farila <la uaLuilai* I 
\aiaiîrs dus uxpra>Ni(Hîs da la lurina ( /i, k ), af d'âfaldir laui'S divars 
prnpriâlâs. T/asI t‘a (jîU‘ Wni vtM'ra dans un priadiain arLuda. 


r 5 (j 2 . 


\\\i \sf \!\nii ■^ivnta i . d/rV;/f^//v' sur l'htirriïoldiinn. ou rr/uurqu<*s 

sur /i\K rruiurfjuvs dr .\|. Julas BiauaMJuL 

t'.. îl,,'r. \ \ \\ U, p. f'» 1 (H'iîi. 


La i'oiupit rfouiii da la daruiàîa* saauaa raurariua un !\Iânndra lu 
ra\aui-daruiara par \L Julas Hiaîîayuiâ, ii un UHHuani ou j\0;i 
alisaul. La .Mauioira as! iiititulâ : Hmiurqurs sur /rs di//}*'n*/irrs qui d 
lu mri/iodr drs m(u‘udrrs rurrrs dr Iduierpolutiou de .\L Lauali 
ri qui ussurrui la suprriuriir dr rrtir ruriluulr. Lu lisaiif rr lifra, i 
pourrait aroira la inâthoda d(*s undudras aarrâs* foujcuirs at sous lo 
las rapports, prâfaralda à la iiouvalla iiiâflioda dlutarpolafifUî cji 
j*ai doutiaa au î H’IL ToiiLddis» raî((* aonalusiou lia sarait pas laj^iUiu 
Lotir îiiaffra la Ifuiatir à porfât* da st* foruHO* uîH‘ opinion à aad âj^oin 
fai arti dinoir h mou four mimparc^r rum» a Laufra l(»s dmix luâlluuL' 
l/algorifliïua dont j*ai fait iisa^a vn îHdo faaJlitt' vviir aomparaisoi 
au râdiiisaîif las divinisas maüiodtas proposâas par l(‘s gaomîdrt'S, po 
la ràso!îïli(Hî das ac|uatious liuâairas, a qualquas IbrrnuL^s gauâral 
al fri»s simplas* raufarmaas dans lt*s prarniart^s pajift^s da mon Mainoir 
ri qna ja vais iîuliqiH'r. 

Lonsidàrons d^ibord m incmiinnas, x, j, s, n\ Haas lc\s un 


(ÎV COMPTKS HEXnt’S J)F, 1/\ C V lUlM I Iv 

aux auU'i’s parw t'‘(jtiati(ins 

(i) A. O, tü, O, C II.‘i 

(loiil l(>s [inuniiirs iiicuthn'S sni(Mil des rutictiiui'; liiifairi'" df ii-' 
inc(inmi(‘s. Si la n'>siil(an(i‘ ilii Talilcati (|ui a jiuiir Ii-i'iim'n les .■urtli- 

ciculs (!(' .r, , u’ dans lo riu!r(i(ii!> i , ttî., C.'i lU' ^ iA,t~ 

iHHiif j)as, (III [Hiurra firiT des (•(jiialinii-' (M !<*'' \ali'iir'. dr 

Z., (r, en ('dimiiiaut i’inn* :i|ir(’S Tanin.. inia.iiniicN. 

dans un (‘t'riain nrdn*, d en rcninnianf de la diTim'Tc des IiidduIi •« 
ainsi (di((‘nu(‘s ii ndli's (jui la [irccàdcni. Si, en [larlii'iilici'. un vi ni 
(diinini'r .r di' la di'iivilnnc, di* la ind'-ii'inc, .... de la dcrnii'i’c di - 
(‘((uaiiiins ( i). il sullira de l'clraindicr de la l'titictii'ii i'!.. on .... 
nu }] le |irndui( de A par le ra[ijHir( dit l•^Mdîi«'it*Iil de .r liam . 
nu C, .... nu ,‘i au (•(i(dliciciiî de ./'dam i . Si t’nu i(!ili(|uc. à l'.iidn dn 
ta li'Urc caraclcrisf i()U(’A, les (liJf'vrTnn 'i «in pnmit r nnln aiii-'i idun 
nurs, IX'diiuiiialinn du .r entre les ('•(juatiniis « i i dnniiera le'' ''iiivaiile-. ; 

(?, ) Aî^î» A Z »», . . .% Ah **■« 

, St Ton vriil r!iriuîirî\r ili' rfllrn-fi, ii iIp rf*i|ii4 

{ion Awl iK il ^nfîî^a clf* rrtrain‘ln*r iln la liimiiiîii AT * !«• 

[iroduil (Ir Ati!» par lo rapport «iu rorlüi’ioiîf ilo .r ilaiiH AJt oii Aa 
au <OH‘flîrionl (ft* .r iIîuin Ar!^, Si Ton iiiiliijiii*. a r«iifîo 4r ia rara*'!**- 
ris{i<|UO l'\ lus r////r>ï7^rr.v//// srra/id anirt iiIiIioiiIOh* rrliiiiliiafioiî 

c!rp" oniro 1ns ncjualioiis {) lîmiiinra Ins ; 

ili) l^Z 10 .... ASH «o 

lin cjuifinnaiif ain>i, (Ui tinira par joimlrn aux lojiiatiniiH f t i 
fcH'inulns rcuilVrinnns aven* nllc^s dans li* Talilioiu suivant : 



1 fti. O, O, 

S 10 

... * 

fl * ’ » 


l A#*ï i>y 

' 

A'C 10 

» • f 

AfI «»< 

(4) 

1 

A* C 

» • • f 

f», 
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(>f (•(“ Tabloau pormoKra, non s(Mil('m(‘u( do caliMilor aisomonl 1 
valeurs do .r, y, (v, (luo l’on pourra déduiiai d('s s(Uiios fornml 

(a) O, AlU» ".'■■<), A* O O, A^“/) O, 

('M rouionfaiil do l’iiuo à l’aulia', aprî's avoir (iré d(' la (huaiii'i'o 
valeur di' (o, niais (‘iiooro do oonsfali'r la jusU'sso d('s oaliuils par 
noniliri'usos véri fi râlions. 

Supposons niainfonanl l('s w inoonnuos .r, y, z- .«y liéi's onl 

(dl(*s par U écjuafions oxarfos ou approxiinafivc's 

(()) f| o> '>. i'n 

// éfant ô^al ou supôriiuir à ///. l’our déforiniiu'r ooinjilèfomouf ! 
valeurs dos inroiintios, il siiHira (‘iir.oro di' résoudre /;/ éijuafions 

la foriiH' (i), U, 11!.. C.') désif^niauf w Idurfions linéairc's do ; 

£,,, .... z„. D’ailleurs, dans li's vali'urs do y, il!., C.‘i ('Xliritné 


m fuîirfteins dn 

, . 

, |MHir (ins i 

ri|nalinns liinntiias, (‘.’i^sl-a-d 

<i(‘ la foriiH* 

a, 

}.|f} i ! 

... 1 £/,, 


1 llî, 

Plt'l l /Ojfl 1 

... ! p.ff S ti « 

(71 

/ ^ 

1:.. 

Vjlit 1 Va £3 1 

... i i/n 


l. 

t* ^*3^1 ■ 

• • ■ i 4iiS„, 

l(‘s faefours X,, ' 

. 

jX,, jX.j, 

a„. V,, V, . v„, 


ç:,, Ça* •••* iHiurronl. ôfro arliifrairomoni choisis sous une, soi 
oondifion, savoir, <iuo les valeurs do 4,„ it!.. G, no [luissonf. olh 

ntènu'S safisl'airo à aucune éfjuafion linéaire do laqutillo serait oxcl 
cliacum* dos inconnues .r, y, s, nx On no doit pas se préoco.uper 
cas où code condifiou no jiourrail être remplie; car ce serait In un o 
oxrc'pfiotuiol, (d. dans loijuel les équations ((>) ou sc conirodiraie 
muluolh'meni, ou deviendraient insuflisantos pour déterminer I 
valeurs des inconnues. 

Il est bon d’observer que, après avoir formé les équations (i), 
devra leur substituer d’autres équations desquelles on puisse ait 
s. i.t. xu. 9 
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nienl tirt‘r h‘s valeurs drs iuriiinuies, par rvrinjili* li*-- rijiiaîiMiî^ 
D’ailleurs, ou jHUirra fdniiiu* iliree!<*iiit*iil <li*r!iirrrH. *-,111' j 
par les écjuatious (d j. Kn eUVl, lv> toriiiiiîi‘N » 1 diüiiM-rMiiî 


Ahî> v -1 Ail ’/.A- 


A ■ ^ VI A ' c I 


1'»}) A*' 


Or, (ui (‘^oird aux cujuafioits 1 8 1, nu pioirra «liieriiiiiiio’ \ t , 

les diflereuees des di\ers «)rdrr> eioupriM'H dait*^ ili\Ii 
Jiorizoîî!alf‘s liu Taf>leaîi 


A'«|-,, A^fg, .. , A’'"^I. 

(“Il (l('‘(liiis;iii(, tliiiis la iiroiiiÜTc üj^'iu* li<<ri/.uiifali'. le Jmii.- » ■!. . j.i. 

(■(“(I(“n(s (‘otiiliidcs avec lui |irc(itii*r Msii'iiir tlf Cai'lfiir' / , / 

puis la s{‘roii(|i* li'^iic iiori/.onlalf di* la [trcuiifiT jiiiiifr .1 itu ^r. .m. 

svsli'uiic (1(> (arirurs .u„ ; puis ht lr.iis),'.|,„. 

(!(' la st'cuiult' juin((‘ à un Intihit'-iuf -sviPiiif «If larfciirs 
v„; cfc. Ou su (ruuvi* aiu>i raïucur* tri'> 'iin[*!fîui‘nf. par ri-iup!..! .1, !. 
I(“l(n‘rarai‘liTisli({U(“ A, ii la pntpusiliuu par M. |{it )ia\iii. , < 

n'Iadvc a rniilûpiuidaiift' dans laqitt-llf iii-Hi.-iir<‘tif, eu pr. s. î). [. . 

uns dns autres, les divers svsfèiues île faelciirs 

X|, Xj, ..., fj.,, ^ 

Ku réalité, eetle pruposifiuii peut si* déduire «le eetle Mijiple <d»si rui 
Uon, que. deux fuuefions linéaires de .r. p-, ;.„% identiqueu.. ni 

(‘“gales entre elles, par exiuujde 


Cl -f- Vgli * . . . ‘f 




FAi'iai'f \* 


îir pasfl’fîn» iflriifiqürfiirîi! r^a!<M- m| ifnil \ rriii[ihifr iliii 

nî{ [iliisiriirH iîl^{HînlIr^ par Iriiix salnirN lirta*-, di* naiaiiifN ri|iiatiHih 


tiiieairrs. 

par r\rüipîr .r rf p' paî* IriuN 

\;drüis firrr-N »1 

r\ d 

riix rsjiia- 

flMUs t 

< », i>!» n, fUl, rr qui rr\ irnf 

au liîriiifu des d 

tUlX 

«Mjîial Îmîis 

î H, Au 

î» < U rr qui l'rdîî if les deux j 

Inîirl fuîiN rîfiM's 

aux 

driix --ni 

vaiiîrs : 

A } A - 1 <*•. A ' ' i « 

A ‘ * 




f aiiîrinuîiH uîajiiîriiaiif ijiii% aprrs a\Mir <!f*ff*riiîiîia i<*N dilidn'iirps «ir 
1 uni rr /;/ dr^ l»Mirf loii-. J, , . . „, IHI dafrrîiHIH* i‘lirnrr lau d i t!r 

miraN tii‘ Turdr** m î, >a\Hir 

a '■ a , y» î , , ,, 

drriih'rrs dîlIrraîii'î'N MTüîd rp i|iir fh*\ii‘niH*id Ir.s jirrt'rdrufpN 

quand Mil idiiuiUM rnuuiîiiMir ir a Idudu du rrqiiafiüii ou 

lïfuif l'itnirr rr qui* di*v irîiïiriil foiirl imu^ * , ,, , . , . , quand uii 
rlîiitlUr J\ qa * . , . , ti a 1 auh* i|{‘% i*qliai imiin l î i uu f a i. Far '^uilr* 
îdli*'. Hi* ri'dîiiriiiif a /lu'u, '•a I’mii a // ///* uii -a h's rqiiaîiMiiN t ti i ^imî 
MXïuiM** : «‘î *- 1 , a l'Iaiif ’sujHTîi’iir a ///, 1rs rqualiufis i ti i ur suüf qîfajr 
|trM\iiii;îlh rs, a di's rtiiisîaiifrs ddiufaiif |dl|s |trfilrN i alisf rarl liüi laîlr 
drs î qitr rajqîritxiîiiiiliiHi si*ra |diis ^,UMîidfu 

I‘ji ajqmuiii! stir 1rs riiusiiirraUniis un rmuiuait 

aisriiirlif qiir la iiirîlmdr drs iiiujlldrrH rarrrs rl la iiuîmdlr îiii»!Iiiuji* 
d iiili*rjHdaliffii miiI tuiiîrH ffrnx irurs a\iild;i^*rs r| luiîriifs: 

qiir Jf‘H qiirsfiijîi^ aiixqilidlr^ idlrs s'ajqdiqiiriif îiafiirrllrfiiriil hiiîiI iIi» 
drii\ i^riiiTH disfiiuis, la iiiiuiidli* ïiirlliiHlr idaiil sjirriîdrifiiuil iUih 
jdii\rr |if*iir rrMiiidfi* dr.n |iru}dùiurH uîî il N^igit df* li\rr a la fuih rf 
la lalrtir lirs lîiruiiiiiîrs* rf Ir iiuiuliri* ndlrs qui diiîvrîîi niîrrr 
dans Ir ralriil: qiir* jiuîir rrîidrr la îiirlliudi» dus iîHiiuilrt»s rarrrs 
afqdiraldi* a rrs pnddrîurs, il srrail urrr>»hairf» d'uïupruidrr ii Faulrr 
ïiirîiiiitlr ia ri‘glt* ijiti ru tait fi» jiriuidjial uirriti*: uufiu. qiir di‘> 
r<‘sîillafs iddriiiih par fa îiirfliîidr luiimdli* ou priil .sfiuvriil drdiïifa% 
avrr îîiii* fn‘*î% graiuli* farilifr* rriix qiîr fuîiriiiraif la iiiiHliiHii* dixs 
iiiaîiidrcxH rarnuH. Tidlfu^ .hiiiîI, les €«iirliisiiiiis qui suul luises eu êvi- 
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denco dans mon Mômoirr, arnsi qno je Foxpliciiiorai plus im dtnail 
<lans un siannnl article. 




Analyse ^lATiiKMAiiorE. Sar la lunivellv iniaJahiv d tian'piditîhai 
amiparèe à lu fiivthodv (U^s tmnadrrs rarrvs. 

i]. H., T. XXXVIÎ, |>. î<H> f ^’îjiîiîli*! is'»;». 


Ma iionvolio mdfhoili* (rinlorjHilalioîu rommo fonîrs ndli’s <jiii ont 
p(r propnsoos par 1rs i^Éümofn^s, ppiil rirr rriluîfr U la 
rrrfaiüps rqnafîoiis liurairrN, l)'aillrîir>* îrs prHli!rfin’'H ijur M‘r\rtil a 
rrscHnlrr irs rqnalions liîiraîrt*s noîiI clr driix j^oîtrrN ili^tinrS. Haii^ 
1rs uns, !r iiomlHa'* dtrs iiirniinurs rst lixr n ra\;Énrr. i*l il di* 

tiïa*rdr rc^rfainrs cnjiiations rxartrs on apprf^\imati\r*- îrs \airiir’^ dt* 
rrs iiironnnrs- Dans ddtntrrs pridiirnirs, Ir nmidna* dr^ iiiraiiniii*'- 
qiir landrrïîMTmil 1rs formnlrs ïCrsf pas lixr d*a%aiiîri% rf Foii a* par 
siiif(% a drfi'rmiïnn* non sriilrmrnf hs valrurs drs iîirojiniit^s raniirr-. 
dans un rrrtain rH‘tlrc% ïnais riirorr Ir nombrr tir ridlt»H ijor Toîi d*‘\ ra 
f‘alradt‘î\ Conr«‘vons, ptoir 1rs idrrs, qiCit s*agissr <!i* riniNfniir** 
nm» srrit* ordtHinrt* suivant It^s piiissanrrs asrriHlaiiIrs tm tlrnorii- 
danft^s tTuin* varialdr, vt supptisrr t*tinv<'r^tnil<% daii^ Ir ras tn'i f‘iiii 
rcmnaîC pour tlivrrstrs vairnrs de* la varialilr, la stinuiir dr la srrir. 
Altirs, «H’idrmrnriïf, on drvra rrtdirndirr lonf a la fois, rl Ir îifiiiibrr 
dt»s {rroH^s apri*s hrsqiirls la srrir pmirra rfrr arrrirr sans «jiit* r<iiï 
ait a rraindrr tCtnaanirs srnsildrs, rt 1rs valrurs dr rrs lrriiii*s, 

C/rst a la stdution dt*s problrnu^s du prrniirr grnn* qiCa rtr griirrali*- 
mrnt appliquée* la mrlluHlr tic*s maindrrs rarrrs; <*'<*sC au riîiilrairr*. 
pour résoudre Ir scHumei genre des proldéines, qiu* jdii doniié vu iH‘ri 
la nouvidle méthode dMoterpolation. 

D’autre part, les valeurs de m iiuaumues, liées Fiiih* it raiilre par 
n équations linéaires, n étant égal ou supérieur a m, peuvent «dre 



EXTRAIT N“ 523. 


69 


calculées plus ou moins rapidement et avec une exactitude plus ou 
moins grande. Cette rapidité, cette exactitude peuvent dépendi’e, non 
seulement du nombre et de la nature des équations données, mais 
encore des méthodes employées pour les résoudre. 

Si l’on a 

îi ™ ;?2, 

c’est-à-dire si m inconnues x, y, s, c, w sont déterminées par le 
système de m équations linéaires 

(O JU — O, © = 0, ..., S=0, 

les valeurs des inconnues ne dépendront pas des méthodes employées, 
qui toutes conduiront aux mêmes résultats, mais pourront être plus 
ou moins rapides. Alors aussi on pourra obtenir ces valeurs à l’aide 
des formules générales qui les présentent sous la forme de fractions 
dont le dénominateur commun est la résultante construite avec les 
coefficients des diverses inconnues. Mais le calcul des termes compris 
dans le dénominateur et dans le numérateur de chaque fraction sera 
très pénible, si le nombre m devient considérable; et l’on évitera ce 
calcul si, après avoir éliminé successivement æ, puis j, puis ..., 
puis V des équations données, on remonte de la dernière des for¬ 
mules ainsi obtenues à la première. De plus, comme, pour éliminer 
une variable x d’une fonction linéaire ifc à l’aide d’une équation 
linéaire a, = o, il suffit de retrancher de la fonction iit le produit 
de A» par le rapport entre les coefficients de x dans ofi» et dans x, 
l’élimination successive des variables x, y, z, ..., v entre les équa¬ 
tions (i) réduira les premiers membres de ces équations aux diffé¬ 
rences de divers ordres indiquées, quand on suit la notation que nous 
avons adoptée, à l’aide de la lettre caractéristique A. Après avoir ainsi 
réduit les fonctions ilt, e, -.., ^ aux différences de premier ordre AKt, 
Ae, ..., A^, en éliminant x à l’aide de l’équation 

cAf) Oj 

puis les différences Ae, .. -, A^ aux différences de second ordre A- , 
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A"Oj, on éliminant r> o(c., on pnurra slll>^ti^lil‘r aiî\ i i i 

équations finales 

(t>.) cRo —O, rzo, *», 

(|uc l’on résoiulra sans jonno (oï rpïinnitaiif do la dt‘rîiiort% qui fuiir- 
nira la val(Mir <1(‘ b% aux juaMOMlonlrs, qui Ifiiiniiianil, 1 iiiio apro^ 
raolro, los vahuirs d(‘s inronnuos w .r. 

Si Ton a //>//?, <C(‘sl-à-dîro si in iortiiiiiîii’N .r, r, .... i* a nhiiI 
liéos cmtn^. (dl(‘s par n é<jua(ions linéaires 

(3) El O, c» «N 

n éfant siipérimir a ///, il arrivera do drti\ rniii* ; nii Ivs niii.i- 

(ions (d) s(n‘out (*xaofos. on ollos soroîi! siniploiiioiil ;ippro\iîii;îlt\rs. 
Dans la promiéro liypciflioso, lonfos lo> mollnaloN do r*‘H<diilîinî 
duirontaux mémos rosullals. et Ton pourra so ooiittuilor iio ri'Miudri» 
//? équalioüs, ohoisios arldlrairomont dans !t‘ s\sféiiio flniiiio. vu lonr 
apprujuant la médiodo indiijiiéo pour lo oas «lù Foii ;i\ail n w. An 
oontrairo. dans la sfununlo hypolfioso. i‘’osf»;i“diri‘ i{ii;iiiîi ii*" oijiia- 
(ions (d) soroïil simplomonf approximalivos* îos diwrsv^ iiioîfiodi'’^ 
do^ résoIuti(Hi piuïrronl dilloror onlro ollos soiis lo dimldr rapptui 
d(‘ la l)ri!‘volé du (udonl o{ tic* roxaotiimlo ili*s roHiilfaiH niiioiiiî^, 
Alors aussi, pï)nr (*ons(rniro los equaiûmxJinalrs, ainiloKon*^ aii\ i«tr“ 
înnl(‘S (2), on pourra (unplnyor doux prorédos dislïmiH. Lo proiiiior, 
quo Ton pcmt noninuu» inr/lrert, oousislo à siiîislitîior aux n oijîialifUiH 
doüno(‘s rn é(jua(ions do la Idrîuo ( i ), on proiniïil pour -n, pi», C * . » *. 3 
rn Idmd-ions linoaircxs d<‘ c^, ot k dôduiro oiisiiifo oqiia- 

lions (i) l(xs équations (2), en éliminant Tiîno apri*s raiilri* los inomi* 
nues:r, J, .... ix la^ sooond prorédé, c(uo Fou pouf noïiiiiior i/iror/, 
oonsisto à déduiia^ diroetomont les équations finalos dos rifîiatioiH 
données, sans passer par les équations (i). Diuuid on a roooiir^ k w 
dernier procédé, il n’est pas nécessaire de fixer a prmri, et dés le 
commencement de l’opération, h^s valeurs attrilniées aux divers sys¬ 
tèmes de facteurs par lesquels ou doit multiplier £3, pour 
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obtenir les fonctions jy, iPo, s, ..., En effet, soient 

^1, ^2, • • • , f^l, f^2j • * • J ^2, • ' 

ces mêmes facteurs, en sorte qu’on ait 

çAo “ X, £, -H ^2 £2 H“ • • • “H £h, 
lll) =r f/., £[ -H fAj £2 -f- - . . H- p.,j £„, 

© — Vi £j -f- li2 £2 "H ■ • • “H Vre 

On aura donc 

Ai)î> == fj-i A£j •+■ p.2 Aes + • -h 

A^S = V, A^£, •+■-..+ V„ A2£„, 


Par suite, pour obtenir il ne sera pas nécessaire de commencer 
par construire ift), en assignant immédiatement aux facteurs [x,, 
[^2, ..., p.„ des valeurs déterminées; il suffira de réduire, en éli¬ 
minant X à l’aide de l’équation 

cAo zrz O, 

les fonctions s,, e,, ..., e„ aux différences de premier ordre Ae,, 
Aej, ..., A£„, puis d’ajouter l’une à l’autre ces différences respec¬ 
tivement multipliées par des facteurs quelconques p.j, [Xj, [x„ 
qui pourront dépendre, si l’on veut, de ces mêmes différences, 
c’est-à-dirc des coefficients qu’elles renferment. Pareillement, pour 
obtenir A^©, il.ne sera pas nécessaire de commencer par construire e, 
en assignant a priori aux facteurs v^, v,, ..., v„ des valeurs détermi¬ 
nées; il suffira de réduire, en éliminanty à l’aide de l’équation 

Ail!) = O, 

les différences de premier ordre Ae,, Asa, ... A£„ aux différences de 
second ordre A^£,, A^£2, ..., A-e„, puis d’ajouter l’une à l’autre ces 
différences de second ordre respectivement multipliées par des fac¬ 
teurs quelconques v,, Vj, ..., v„ qui pourront dépendre, si l’on veut, 
des coefficients renfermés dans ces mêmes différences, etc. 
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Avant (rallrr pins Iniiu innis IVron^ îiin‘ rtniiarqiit* ifiip«uiaiilî‘. 
I^our qu(^ l’nn puisse tirer siHnns.siveineii! flt*N rcjiiaîiiHii vs rî vu 
rt'iüontant <le la (!ernieîa‘ à la preinirre, 1^*^ iiii-hii- 

naf*s n\ .r, il es! ur(*essaîre que les eui'Üiineiifs ilr ./* ilaii*' 

la première, de y dans la seeün«it\ «le 3 dans la îridsiniîe, .... de n- 
dans la d(n*nière, ih‘ s''évaiHHn>>eîtî pas. I) aiüeiir-, idiaeiiîi t!e 
rn(dlî(‘i(ni(s élan! représenté par la xüiiîiie de pliisieiir% leriaes, iih 
iTaura |)nint à (‘raiinlre qu’il s’é\aîinnissi\ si eiiafiiii de «'es lerines 
(‘st positif. Or, e’esf (a‘ qui arr!\t*ra loîijotifs^ si, £ desi^uiaiiî riiin* 
(|uele(HH|ue d«‘s fouetifuis c,, ..., ie faeteiir / » ou un v, . . 

<jni, dans la soniine laqu^ésenfée par i * on par oii par 1 ' : . . . ., 
préca’nle la fonrfion ou Ai. ou A**':, esf iHiijitiîrs une ijiiaiiliîe 
allVelée du înénie si^uie ïpie le eoidîieienf de la première «les iîieifii- 
nues (‘omprises fians eelte même fdnetioii. I)ort“iia\aîiO liotis stippi** 
scumns ecdle (‘ondilion toujours remplie dans les rqiiatioiis liualfs 
rornié(‘s par le promulé diriui; et, tii‘s !«ir>, ees équations fnîiriiiroiil 
toujours pour les immnnues des valeurs tiïtii*s, qui seroîit 
I(‘.s é(jiîalious ( d ) sont exaefes idles-inéuies. 

Ooneevous maintenanl que, pour abré^iun ou di^sii^iir, u Taiiie d«* la 
lettn» canudérisf ique S, par la notât ion S>.2, ou S o. Ac, mi Sv A' :. ... * 
la somnu» des produits de la forïiu* A/£/* oti ;jr./A:/* ou / étant 

Vnn qmdeoiujue des nombres i, i». d, .,., w ; ou aura 

( I ) S 1b, AîIK s II Ai, A^Z S V A\s 

Soient d'ailleurs a In rapport entre les eoeflieieuls de x daii^ 
foïudions s et A., le rapport entre les f*oelîieieîifs dv y dans ii^n 

fonctions Ae ol Aii^, y b^ rapport mitia* les eoeflieieuls de : dau^ 
les fonctions A“£ et A^C,_On aura 


(a ) Ae A^e : As £ Ar!., 

ou, ce qui revient au môme, 

( 0) As ^ E aS 1 b, a* £ rr Ai - 6 S fi. Ai, 
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Ce n’est pas tout : les équations (3) étant linéaires par rapport à x, 
r, (P, chacune de ces équations pourra être présentée sous 

la forme 

axbyczhiv =1 k 
ou, ce qui revient au même, sous la forme 
(-) £ = 0 , 
la valeur de £ étant 

( 3 ) e — k — a X — hy — cz —... — h iv, 

(h a, b, c, . .h, k étant des constantes qui recevront, dans la fonc¬ 
tion £,, certaines valeurs ..., A,, A,; dans la fonction 

d'autres valeurs a.,, h.,, c.,, ..., A,, k.^; ...; enfin, dans la fonc¬ 
tion z,i, d’autres valeurs a,„ h,„ c,^, ..., A,,, A„. Cela posé, la première 
d(‘s formules (4) donnera 

( 9 ) o.to — S'kk — xSArt —ySlb —... — o’SX/;, 

et, par suite, le ra])port a entre les coefficients de æ dans les fonc¬ 
tions c et sera déterminé par la formule 


De plus, la première des équations (6) jointe à la formule (8) don¬ 
nera 

(11) Ae = A/l — X Aa — y Ab — ... — iv Ah, 

les valeurs de AA, Aa, Ab, ..., AA étant déterminées par des formules 
semblables à la première des équations (6) et que l’on en déduit en 
substituant à la lettre £ l’une des lettres k, a, h, ..., h, de sorte qu’on 
aura, par exemple, 

( 12 ) Ak = k — ccSlk. 


OEavres de C» — S. l, l. XII. 


10 
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On établira de la même manière les formules 


(i3) 

Ailîi = SfiA/i—jS,a Aà — z%[j.Ac — 

...— IP S fi Ah, 




(>4) 

Sfi AZ> 


( 10 ) 

A-£ = A=A- -7A^é —-A^c-... 

— ivA^h, 


les valeurs de A'b, \-c, ...,A^h étant déterminées par des for¬ 
mules semblables à la seconde des équations (6), de sorte qu’on 
aura, par exemple, 

(16) AVr=:AA'-êSf.tA/.-, 

En continuant ainsi, on arrivera définitivement aux équations 

(17) A'«£ = A'"/c—( pA"‘,^, 

( (8) A "*5 — Sç A"‘/i' — (rSç A'" h ; 

et si de la formule (17) on élimine w à l’aide de l’équation A'"/) -- o, 
on obtiendra une formule nouvelle, savoir 

(19) A"‘+* s = A™-'-'/>', 

qui, jointe aux diverses formules déjà trouvées, fournira les valeurs 
constantes des expressions de la forme c’est-à-diiu' des dill'é- 

rences 

(ao) A“'^’si, A"‘'*''£î, ..., A"‘''‘‘£„. 

Ces valeurs, en vertu de la formule (19), seront précisément celles 
des différences 

(aO A«-*-‘A",, A'“+'A'2, A"’+‘A'„. 


Donc ces dernières comme les précédentes se réduiront à zéro, si l’on 
a n = m, ou si les équations ( 3 ) sont exactes, et si, n étant supéri(ïiir 
à m, les équations ( 3 ) ne sont qu’approximatives, à des quantités qui 
devront être en général d’autant plus petites (abstraction faite d('s 
signes) que l’approximation sera plus grande. 

Considérons maintenant d’une manière spéciale le cas où le nombiu' 
m des inconnues n’est pas donné a priori. Supposons, pour fixer les 
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idées, que ces inconnues soient les coefficients renfernnés dans les 
divers termes d’une série convergente, dont k représente la somme, 
('t que, par suite, les constantes 

A J, A 2, •••, kn 

(expriment n valeurs de cette même somme déterminées directement, 
à l’aide d’un certain nombre d’expériences ou d’observations. Géné¬ 
ralement ces valeurs, qui pourront être, par exemple, des angles me¬ 
surés à l’aide d’instruments plus ou moins parfaits, ne seront pas 
(‘xactes, mais entachées de certaines erreurs que comporteront les 
observations dont il s’agit. Cela posé, concevons que l’on emploie, 
])our la Ibrmation des équations finales, desquelles on doit tirer les 
valeurs des inconnues, le procédé direct, qui fournit avec ces équa- 
(ions les diverses valeurs de àk, A'-k, A“/c, .... Pour que les valeurs 
d(> A'"' '/: d(‘,viennent comparables aux erreurs d’observation, il sera 
généralement nécc'ssaire que le nombre entier m acquière une valeur 
suUisamment grande, et telle qu’on puisse, sans erreur sensible, se 
borner à c()ns(irver dans le développement de k en série les 7n pre- 
mi(U's termes. Réciproquement, lorsque, m venant h croître, les 
<liv('rses valeurs de A'""^'^ seront devenues comparables aux erreurs 
d’observation, le problème du développement do k en série pourra 
être (îoiisidéré comme résolu. Car, en attribuant aux coefficients des 
ternn's conservés les valeurs données par le calcul, et aux coefficients 
<l(is, ternuis négligés des valeurs insensibles, on obtiendra une série 
dont la somme k aura pour valeurs particulières des quantités très 

peu dillérentes de k.^ . k„, les différences étant représentées 

par les diverses valeurs do et pouvant être en conséquence 

altribuées aux erreurs d’observation. 

En résumé, si, dans le développement d’une fonction k en une serie 
convergente, dont chaque terme renferme un coefficient inconnu, on veut 
déterminer à la fois et le nombre n des termes après lesquels on peut 
arrêter la série, sans avoir à craindre d’erreurs sensibles, et les coeffi¬ 
cients renfermés dans ces mêmes termes, on devra, en adoptant le procédé 
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direct pour la formation des équations finales, porter spécialement son 
attention sur les valeurs des différences des divers ordres 

AA-, AU-, AU-, .... 

Le nombre m aura effectivement acquis la valeur qu’il convient de lui 
attribuer, lorsque les diverses valeurs numériques de A,’”'*'' k seront deve~ 
nues assez petites pour être comparables aux erreurs d’observation que 
comportent les diverses valeurs de k. 

Il est aisé maintenant de comparer entre elles les deux méthodes 
que M. Bienaymé a mises en présence l’une de l’autre, savoir ; la mé¬ 
thode des moindres carrés et la nouvelle méthode d’interpolation. 

Le but ordinairement assigné à la méthode des moindres carrés 
consiste à déduire d’équations approximatives les valeurs d’incon¬ 
nues dont le nombre est fixé à l’avance. Au contraire, le but spécial 
assigné à la nouvelle méthode d’interpolation, dans le Mémoire 
de i835, est de déterminer dans une série convergente, propre à 
représenter le développement d’une fonction, non pas les coclficients 
inconnus de certains termes dont le nombre serait fixé à l’avance, 
mais les coefficients des termes que l’on peut négliger sans avoir à 
craindre qu’il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonc¬ 
tion (iwr le Mémoire lithographié de i835, page 3) ('). 

Dans la méthode des moindres carrés, les divers systèmes de fac¬ 
teurs sont déterminés a priori, et chacun d’eux sc confond avec h' 
système des coefficients d’une même inconnue. Au contraire, dans 
la nouvelle méthode d’interpolation, le calculateur, éliminant l’une 
après l’autre les diverses inconnues, dans un ordre fixé primitive¬ 
ment, et adoptant, pour la formation des équations finales, ce que 
nous avons nommé le procédé direct, détermine successivement les 
divers systèmes de facteurs à mesure que le calcul avance, et réduit 
chaque facteur à dr i, le signe étant celui du coefficient de l’inconnue 


( 1 ) Mémoire sur l’intégration des équations dijférentiehes {NouoeaiLx Exercices d'Ana¬ 
lyse et de Physique, T. 1 . p. 827. — OEiwres de Cauchy, S. II, T. XI). 
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qui doit être éliminée la première. De plus, en nommant k la con¬ 
stante à laquelle une quelconque des équations données réduit une 
fonction linéaire des inconnues, le calculateur arrête le calcul au 
moment où le nombre m de ces inconnues devient assez considérabh' 
pour que les diverses valeurs numériques de soient compa¬ 

rables aux erreurs dont la valeur de k est susceptible. Ainsi, ce qui 
distingue surtout la nouvelle méthode d’interpolation, c’est : i° l’em¬ 
ploi de facteurs dont chacun se réduit, au sig-ne prés, à ± i, le signe 
étant choisi comme on vient de le dire; 2 “ l’emploi des différences de la 
forme A“^' k pour déterminer le nombre m des inconnues qui doivent être 
admises dans le calcul. Remarquons d’ailleurs qu’en suivant la nou¬ 
velle méthode on n’aura jamais à ci'aindre d’obtenir pour les incon¬ 
nues des valeurs infinies, comme cela pourx*ait arriver, si, en réduisant 
les divers facteurs à ± 1 , on déterminait les signes autrement qu’il 
n’a été dit. 

Il est vrai qu’en suivant la méthode des moindres carrés on j)our- 
rait employer, pour la formation des équations finab's, le procédé 
direct, comme l’a fait Laplace dans le premier supplément au Calcul 
des probabilités. Mais alors même, pour rendre la méthode aj)plicabh' 
à la détermination numérique des coefficients que renferm»; le dé,ve- 
loppement d’une fonction en série convergente, et du nombre m des 
termes qui doivent être conservés dans ce développement, il serait 
nécessaire d’emprunter à la nouvelle méthode d’interpolation la règle 
qui on fait le principal mérite, celle qui s’appuie sur la considération 
des diverses valeurs de A'"'"' k. 

Je dirai plus : suftira-t-il de rapprocher ainsi,'autant que possible, 
la méthode des moindres carrés de la nouvelle méthode d’interpola¬ 
tion, pour assurer, en tous points et .dans tous les cas, la supériorité 
de la première? Nullement, et quelques réflexions bien simples met¬ 
tront le lecteur à portée de se former une opinion à cet égard. 

D’abord, après la modification indiquée, la méthode des moindres 
carrés sera loin d’être supérieure à la nouvelle méthode, sous le rap¬ 
port de la brièveté des calculs. Au contraire, la nouvelle méthode con- 
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servera sur l’autre un avantage incontestable, puisqu’elle réduira les 
divers facteurs introduits dans les équations finales à l’unité. 

La méthode des moindres carrés sera-t-elle, sous le rapport de la 
précision, toujours supérieure à l’autre? Mais, dans le cas spécial où 
le nombre des équations est égal au nombre m des inconnues, toutes 
les méthodes fournissent les mêmes résultats, et alors la meilleure 
est évidemment celle qui exige moins de calcul. 

Si maintenant le nombre n des équations devient notablement supé¬ 
rieur au nombres des inconnues qui doivent rester dans le calcul, il 
arrivera de deux choses l’une : ou les valeurs données de la fonction 
dont il s’agit d’obtenir le développement en série seront entachées do 
graves erreurs, et alors aucune méthode no pourra garantir la préci¬ 
sion des valeurs trouvées pour les inconnues; ou les valeurs données 
de la fonction seront à peu près exactes, et, dans ce cas, surtout si le 
nombre n des inconnues devient considérable, les deux méthodes 
fourniront généralement des résultats peu différents. 11 y a plus : 
étant données les valeurs des inconnues, telles que les fournit la nou¬ 
velle méthode d’interpolation, il suffira généralement, pour obtenir 
celles que fournirait la méthode des moindres carrés, d’ajouter aux 
premières des corrections très petites, et que, pour ce motif, il sera 
facile de calculer. M. Bienaymé dit que ’ce procédé ne tend à rien 
moins qu’à doubler le travail si pénible de Vélimination. Mais, dans le 
Mémoire lithographié de i835, pour rendre manifestes les avantages 
de la nouvelle méthode, j’en ai fait à la théorie de la dispersion de la 
lumière une application que le .lournal de M. Liouvillc n’a pas repro¬ 
duite, et j’ai ainsi obtenu un développement dont les diverses valeurs 
étaient précisément celles de la fonction développée. Dira-t-on qu’alors 
la méthode de correction ci-dessus rappelée double le travail et accroit 
de fastidieux calculs? Loin de là, elle prouve, sans calcul, que la mé¬ 
thode des moindres carrés, rendue applicable à l’aide d’un emprunt 
fait à la nouvelle méthode, aurait conduit le calculateur au même 
résultat, mais plus péniblement, et en exigeant plus de travail. 

Il est vrai que les calculs de Laplace assignent à la méthode des 



EXTRAIT N» 523. 


79 


moindres carrés une propriété importante, celle de fournir, coniine h' 
remarque M. Bienaymé, les résultats les plus probabh^s. Mais celte 
propriété no subsiste, comme je l’expliquerai dans un autre article', 
que sous certaines conditions; et alors même que ces conditions seul 
remplies, il peut se faire que, pour obtenir les résultats les plus pro¬ 
bables, la voie la plus courte soit de joindre à la nouvelle méthode la 
méthode de correction dont j’ai parlé. 


524 .. 

G. R., T. XXXVII, p. rog (.^5 jilillcl, iHV!). 

M. Augustin Cauchy présente encore à l’Académie : 

i" Un Mémoire sur les variations des constantes arbitraires que com¬ 
prennent les intégrales des équations différentielles considérées dans un 
article précédent (page 5zj), et sur les avantages qu offre l'emploi des 
clefs algébriques pour déterminer complètement ces variations, lorsque la 
fonction dont les équations différentielles renferment les dérivées se réduit 
à une fonction des deux sommes 

X- -I- y- -P- J- H-. . ., té -i- c’- -h n’" . 

a" Un Mémoire sur le Calcul des probabilités. 

Les résultats obtenus dans ces deux Mémoires seront dévelopjiés 
dans une prochaine séanci'. 


525 . 

Analyse mathiîmatique. — Mémoire sur les coefficients lirnitateurs 

OU reslricleurs, 

§ 1 . — Considérations générales. 

Concevons qu’étant données diverses valeurs particulières 
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d’uno fonction u dos variables indépondanli's a-, r, s, / av(‘c la 
somme s de ces valeurs dont le nombre* peut elre* lini ou iiilhii, on 
demande ce que devient celte somme, lors(|u on la reslreiiil a un 
moindre nombre de (ormes, et que l’on conserve se'ub'uu'ul les ((‘rnu's 
correspondants aux valeurs de .r, y-, z, t, (jui verilieiil (‘('rlaines 
conditions. Pour résoudre la question proposée*, il sullira éviile*niiiie*n( 
ele substituer à la fonction u le j)roduit de* e-e'tle* Ibiietion par un eeu*!- 
ticient I qui ait la double propriété^ eie se l'édtiire à i'unité eniaiiei les 
conditions énoncées seront la'mplie's, e*t ele* s’êvaiieniir ebuis le e*;es 
contraire. Ce coefficient, que je* iieimme*, pour inelieiue*r sou n'de*, 
coefficient Umitalmr ou rcslncteur (*) peniri'a eraillenrs r(*vè(ir un 
grand nombre de formes dive*rses. Sup|)e)soiis, pe)ur ii\(*r le's iiiée'S, 
qu’un rcstricteur doive, eni se* réeluire* à riiiiité, eni s’évanouir, suivant 
que la variable t. est positive eeu négative, (ie* re'striete'iir pourra être 
représenté par l’une quelconque* des expr(*ssie)ns 



I 

‘^.TT 


O 





y 


Si d’ailleurs, en ado])lanL la nolalion (|iie j'ai pro{H)sé(‘ dans un prr- 
cédenl Mémoire, on rej)résen((‘ ])ar 4 l’un(‘ <|u<‘I(*niH[uc‘ des expres¬ 
sions précédentes, iin restricleui* J, (|ui se réduirait à Fuïïilé seule¬ 
ment pour des valeurs réelles de / eompris(‘s <‘n(re des lifni(i‘S /^, 
pourra être exprimé à l’aide d(' la formiih^ 

(O ï 1/ » ; 

et de cette formule, comhinée avec l’équation 


I 




I \ 




(M Dans les Comptes rendus de 1849, j’avais indi(iué tes facteurs de celte espèei* .sous 
le nom do coefficients Imitateurs. Le mot rcstricteur.'.-, qui est plus court, offre aussi 
l’avantage de bien exprimer le rôle que cos coefliciciits jouent dans le calent. 
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on tirera immédiatement 


(■>-) 





t-t, 


t 

70 



Au contraire, en ayant égard à l’équation 


on trouverait 








Pareillement, c étant une fonction réelle des variables a', y,z.,..., i, 
un restricteur qui se réduirait à l’unité seulement pour des valeurs 
de e comprises entre deux limites données e,, pourra être exprimé 
à l’aide de l’une des formules 


(4) 

l=z 

b —V, tv —v.ï 

(4) 

1 — 

.L r .. „ f’. -.'v„_ 

1 — 

2 P i/(,. — 

(«) 

[rrz 

1 f "'■y'dadl. 


Il sera également facile de trouver un restricteur I qui se réduise à 
l’unilé seulement dans le cas où les variables x, y, z, i vérifient 
à la fois plusieurs conditions données. Ainsi, par exemple, si 1 doit 
s(^ réduire à l’unité, dans le cas seulement où toutes ces variables 
sont positives, on pourra prendre 

(7) l = ...ù; 

et si I doit se réduire à l’unité, dans le cas seulement où deux fonc¬ 
tions réelles e, w de ces variables sont comprises, la première entre 
les limites e,, la deuxième entre les limites m,, on pourra 
prendre 

( 8 ) 1 b—*'„) ( tw—w, IIV—IV. ), 

OEut^rt'S de C- — S. I, i. XII. ^ 
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ou bien encore 

(g) J ::3:: f ^[a(À--</)+6({J.-tv}]i cI^X. 

L’introduction des restricteurs dans le calcul permet de résoudre 
facilement une question qui n’est pas sans importance, et que nous 
allons indiquer. 

(mnsidérons n variables réelles 




et 71 intégrales définies réelles 


(lO) 


/: 


yY dx, 



(ï’, 






X étant fonction de x, Y de y, ..., V de v, IK de Le produit II d(' 
ces intégrales sera l’intégrale multiple que présente la formul(^ 


(11) ■ 11= f 7". ■■ f ' f .. VWdx dy ... rfc div. 

D’ailleurs, en regardant chacune des intégrales (lo) comme uiu' 
somme d’éléments infiniment petits de l’une dos formes • 

(12) JCdx, Ydy, Vdv, W dw, 

et, par suite, lo produit II comme une. somme de produits partiels de 
la forme 


(i3) JtY...F^Vdxdy...di’di.f’, 

on peut demander ce que deviendra le produit II, si l’on tient 
compte seulement des produits partiels correspondants à des valeurs 
de ir, J, ..., n>, qui remplissent certaines conditions, et si, en con¬ 
servant ceux-ci, on écarte tous les autres. Concevons, pour fixiu* k's 
idées, que les produits partiels conservés correspondent uniquement 
aux valeurs de x, y, ..., e, w, qui réduisent une certaine fonction co 
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à une quantité comprise entre deux limites données co,, co„. En nom¬ 
mant P la somme de ces produits partiels, et on posant 


I tw —O), 


on trouvera 


I A JT. . . VîVcLr dy. , . dv d\\\ 


On pourra d’ailleurs donner au rcslrictcur 1 la forme 


y(cü —w,)^ — 


ou bien encore la forme 


gOd:—M)i dQ d'Z. 


I)(‘ l’équation (i5), jointe à la formule ( 17 ), on tirera 




XY...V&dxdy...d^-(h 


.r, 


la valeur de 0 étant 


i clQ div. 


D’autre part, si l’on pose, pour abréger, 

y I) (VJ w )", 

et si l’on désigne par la notation 


S 

,u-(v. a 


la somme des valeurs que peut,acquérir le rapport 


» 
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pour des valeurs de propres à vérifier l’équalion 

(30) W=T, 

et renfermées entre les limites la formule ( 19 ) donnera (?.>orr 

le XIX® Cahier du Journal de l’École Polytechnique^ ( ' ) 

( 3 .) 0= S — 

z:IV, ° 

Doue la formule ( 18 ) pourra être réduite à la suivante : 


(22) 


^fl)„ pX„ 

.T, y, 


jr...FTF , 

g- (Iq: cLx dy ... ar. 

IV, ^ 


On peut, au reste, établir encore cette dernière équation cornini' il 
suit. 

Soit une valeur de w propre à vérifier l’équation 


Z étant une quantité renfermée entre les limites co^, co^^. Si l’on 
attribue à t un accroissement infiniment petit et positif c/z, la valeur 
do (V représentée par recevra un accroissement correspondant 
dont la valeur numérique sera y’ et la partie de l’intégrale 



Wdiv 


correspondante à ce même accroissement sera 



8 


Cela posé, concevons que les différentielles dx, dy, dv soient, 
dans les éléments ( 12 ), des quantités infiniment petites d’un ordre 
supérieur à l’ordre de la quantité infiniment petite représentée 
par d':. Alors, dans la valeur de P donnée par la formule (i5), ceux 
des éléments de l’intégrale 



IWdw 


.(^) Qliiwres de Cauchy, S. lï, T. I. 
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qui correspondront à la valeur v de w et à l’élément di de la diffé¬ 
rence CO, se réduiront aux proiduts de la forme 


W 


dz, 


en sorte qu’on aura 

J r"’" 11/ 

I in’d<x'=l s --dr. 


Or, eu égard à cette dernière formule, l’équation (T 5 ) peut être évi¬ 
demment remplacée par l’équation (22). 

Considérons spécialement le cas où la fonction co est linéaire par 
rapport aux variables a;, y, ..., c, cy, et de la forme 


(e4) w r=: ajT-f-ôy-t-. .. H-H-A(i'. 

Alors, en posant, pour abréger, 


(;i 5 ) 



.A, 




-CïO.A 


c/.r, 


et nommant B,..., G, H, ou ifS), ..., ç, f) ce que devient A ou x (|uand 
aux lettres a-, X, a on substitue les lettres 7, )', h, ou e, V, g, ou w, 
W, k, on tirera des formules (ii) et (i5) 


(26) 

(27) 


II” AB...GH, 


P 



.\olft. . . . • • • ofr cW. 


Si, les fonctions -Y, ..., V, IT étant toutes semblables entre 

elles, on suppose les intégrales (fo) toutes prises entre les mêmes 
limites, on aura 


A - B ”... ^ G =: II, 


par conséquent 
(28) 

Enfin, si l’on suppose 


H = A". 
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'J désignant une quantité positive, les formules (2,0) et (1^7) dur 


K—r.l'dx, a%=f A'e-»^^'d.r, 

J— <x> 

/-> O ^ CO 

P ^-L. J j d- dO, 


Pour montrer une application des formules trouvées, coiisidéi 
■11 particulier le cas où l’on aurait 


.r= K e- 


k, K désignant deux constantes positives. Alors on aura encoia' 


A = K 


't l’on tirera des formules (28) et (3o) 


P _ J 

n 


-- / e-O'- dO, 

VTC -K 


la valeur de ^ étant 


(1~ -f~ Ijr -f- . . . -i- ■+" 


Si l’on supposait, au contraire, 


.r-K'e-kv/^, 


on trouverait 


( 37 ) n = a l ~ 

— 00 0 


0(1 a’-Ô^-\/ b-e- 


_„ 2 ( 52 W 7i=!02ÿ 

n- 1,2-) 


le signe ^ étant relatif à la variable 0. 
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Si, dans la formule (37) on pose n = 2, clic donnera 


(38) 


__ _ _kjJ 

P_ a^-e 

ÏÏ 


§ II. — Applications au Calcul des probabilités. 

L’emploi des rcstriclcurs permet de résoudre très aisément un 
grand nombre de problèmes relatifs au Calcul des probabilités, mais 
({u’on n’avait point encore l’ésolus, si ce n’est dans dos cas particu¬ 
liers, et dont la solation, dans ces cas-là même, n’avait été obtenm' 
qu’à l’aide d’une analyse difficile à suivre. C’est ce que je vais montrer 
en peu de mots. 

Représentons par 

£] J £2 J . . . , £■// 

n erreurs diverses que comportent n quantités 

/ J , Â 2 , ■ • • , i m 

déterminé(;s à l’aide de (MU'taines (;xj)érienc(‘s ou d('. cm’taiiKîs obs('r- 
vations. Soit t/ l’une quelconque d(' ces (iri'eurs, / étant rmi d('s 
nombres entiers i, 2, ..., n. Soient encore £ une vab'ur ])ar(iculiè.re 
attribuée à £/, rh un accroissement infinim('n( p(q,it attribué à £, et 

l, X 

deux limites inférieure et su|)érie.tire entre h'squelles l’erreur i est 
certainement comprise. Enfin, concevons que, f(£) étant une fonc¬ 
tion de £, le produit 

ï{e)dE 

représente la probabilité do coïncidence d(! l’erreur avec um^ quan¬ 
tité renfermée entre les deux limites infiniment voisines 

£, £ -H ds. 

On aura 


(0 


î{E).de — I. 
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Si les quantités k^, k.,, k^ sont déduites d’observations ou d’ex¬ 
périences de natures diverses, et qui ne comportent pas les mêmes 
facilités d’erreurs, la forme de la fonction f(e:) et les valeurs des 
limites t, 7. pourront varier avec la valeur de l. 

Si, pour fixer les idées, on représente par 

?(£), z(®)> •••> 

les formes successives de f(£), correspondantes aux valeurs 

1, 2, ..., n 

du nombre /; si d’ailleurs, dans la formule (i), on écrit, au lieu de 1 
et de 7, il et x^, on tirera successivement de cette formule 


(a 


X 


o(£i) <r/£i= I, 





puis on en conclura 


( 3 ) 



tP dii dt^. .. 1, 


la valeur de tP étant 


( 4 ) ?(£i)%(S 2 )-- 
Or il est clair que l'élément 

( 5 ) ds.^dz,.. .dtn 


de l’intégrale multiple qui forme le premier membre de l’équa¬ 
tion ( 3 ), sera le produit des éléments 

(6) 9(£l)ûf£l, ■■■, V5{tn)dZn, 

compris dans les intégrales simples qui foinnent les premiers membres 
des équations (2). Il représentera donc la probabilité de la coïnci¬ 
dence simultanée de la première erreur avec une quantité comprise 
entre deux limites infiniment voisines et de la forme £,, £, + d^^, de 
la seconde erreur avec une quantité comprise entre deux limites de la 
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forme £o, s, 4 - dz.., ..., de la erreur avec une quantité comprise 
entre deux limites de la forme z^, tn. -+- dz^. 

Soit maintenant co une fonction donnée des erreurs z,, z.,, z,^, 

et nommons P la probabilité de coïncidence de cette fonction avec 
une quantité comprise entre les deux limites m,, Pour obtenir P, 
il sulïïra évidemment d’écarter de l’intégrale ( 3 ) les éléments corres¬ 
pondants à des valeurs de Sj, ..., z„, qui produiront des valeurs 
de oû situées en dehors des limites ce,, m,,, et de conserver tous les 
autres. On y parviendra en multipliant l’élément ( 5 ) de l’inté¬ 
grale ( 3 ) par un restrictcur I qui ait la double propriété de se 
réduire à l’unité quand la valeur de ce tombe entre les limites w,, 
et à zéro dans le cas contraire. On aura donc 


(7) 



Itr dzi de.,.. . r/î„. 


Ajoutons que la valeur de I pourra se déduire de la formule (Oi) 
ou (17) du § I. On pourra donc prendre 


(8) . ]z=-d.- I I rfrf/0. 

Si les quantités k^, k.,, k^ sont déduites d’observations ou d’ex¬ 
périences de même nature, qui comportent les mêmes facilités d’('r- 

reurs, les fonctions 1 

?(£)> X(0, •••. ®(£) 

deviendront toutes égales; et, en désignant par f(z) l’une quelconque 
d’entre elles, on aura 

(9) <J? = f(£,)f(20. ••(■(£„). 

Alors aussi les limites inférieures et supérieures des intégrales (a) 
ne varieront pas dans le passage d’une intégrale à l’autre, et, en dési¬ 
gnant toujours CCS limites à l’aide des lettres i, x, on aura 
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Si l’on ne peut assigner a priori aucune limite inférieure ni supé¬ 
rieure aux erreurs , So, ..., t,„ la formule (io) donnera 


(■■) 


^ oo ^ ta /-ttf. 

'-LL'"L 


I ï* dîi ck^ . . . dEfi» 


Knlin, si l’on veut que l’erreur w tombe entre deux limites égales aux 
signes près, mais affectées de signes contraires, et si l’on pose en 
conséquence 

&), = —U, W„ = u, 

U étant une quantité positive, la formule (8) donnera 


{12 


j e<^<-^-^y^drd6. 


Considérons spécialement le cas où rerreur « est une fonction 
linéaire des erreurs £,, Sj, ..., et où l’on a, par suite, 

(1 3 ) H-C2 H-. . .-f- 

A|, Aj, ..., A,J étant des facteurs constants. Dans ce cas, en posant, 
pour abréger, 

(14) A> = l^ e-'-0yf(e)de, 


et en nommant A,,, Am, ..., A,„ ce que devient A quand on y rem¬ 
place successivement la lettre A par les facteurs A,, A^, ..., A„, on 
tirera des formules (8) et (lo) 


( 1 . 5 ) 


P = — f f Jai A-s... dr dO. 


Si d’ailleurs on n’assigne a priori aucune limite aux erreurs 

£2.et si l’on veut que l’erreur en tombe entre les limites — u, 

-+- U, les formules (t4) et (i 5 ) donneront 


(16) 



f(ï) di, 


P 



A, 2 


(' 7 ) 


dr d9. 
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De plus, l’équation (i), à laquelle devra satisfaire la fonction ITe) 
donnera 

(18) f‘°((s)ds = i. 

^—00 

Si l’on suppose, en particulier, 

(19) f(£) = Ke-^^ 


K étant deux constantes positives, on tirera de la formule (18) 


P = 4" f'^ G-^"dO, 

S/'K -^0 


et l’équation (17) donnera 
(20) 

la valeur de s étant déterminée par les formules 


21 


s = K —.~h II- 

\i 


Si l’on suppose, au contraire, 

(22) 

on tirera de la formule (18) 

k=.LS 

2 

et l’équation (17) donnera 


( 23 ) 


P=:2 



ïfr/ 

" 1 ? 


^,/jO î 


I "h 





le sisne / du calcul des résidus étant relatif à la variable 0. 
Si, dans la formule (28), on pose n = 2, elle donnera 
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Pour montrer une application des formules qui précèdent, sup¬ 
posons que l’on veuille déterminer les valeurs des m inconnues x, 
y, e, (V liées aux quantités k^, h,, k^, par n équations 

approximatives de la forme 

( 25 ) U/X -+■ biy -H. .. -h e -h = ki, 

I étant l’un quelconque des nombres entiers i, 2, ..., n, et « étant 
supérieur à m. Pour obtenir la valeur de x, il suffira de multiplier 
chaque équation par un certain facteur \i, puis d’ajouter l’une à 
l’autre les diverses formules ainsi obtenues, en choisissant les fac¬ 
teurs X de manière que, dans l’équation finale, le coefficient de x sc 
réduise à l’unité, et ceux de j, 1:, w h. zéro. Si, pour abréger, on 
indique, à l’aide de la lettre caractéristique S, une somme de termes 
semblables les uns aux autres, la valeur de x sera 

(26) x — Sl/k/f 

les facteurs X,, X,, ..., X„ étant déterminés par les formules 

(27) S«/X/:=i, — S/iili—o; 

et, si l’on nomme toujours e; l’erreur que comporte k^, l’erreur ^ que 
comportera la valeur de x sera, en vertu de la formule (26), 

(28) - 

D’autre part, si l’on ne peut assignera pnori à l’erreur Zi aucune 
limite inférieure ni supérieure, et si la loi de facilité des erreurs est 
celle qu’exprime la formule (19), la probabilité de la coïncidence de 
l’erreur ^ avec une quantité comprise entre les limites — u, u sera la 
valeur de P que donne la formule (20), et qui croît pour des valeurs 
décroissantes de la somme 

(29) A = S'Xf. 

Donc la valeur de x la plus probable sera celle qui correspondra à la 
valeur minimum de A, et qui sera déterminée par la formule 


(3o) 


S^/ dk /— O, 
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jointe aux équations (27) desquelles on tire 

(3i) ÿiàidl/=o, Sbidki — o, SA/cA/—o. 

Or les formules ( 3 o) et ( 3 i) devant se vérifier, quelles que soient 
parmi les différentielles rfX,, celles qui resteront arbi¬ 

traires, il en résulte que \ devra être de la forme 

(32 ) A/ — Uicc A/ô H—... —1“ 

a, ...,7] désignant m coefficients nouveaux dont les valeurs pour¬ 
ront être déduites des formules (27). Il en résulte aussi que la valeur 
la plus probable de x sera fournie par l’équation 

(33) x = ayY-h^r + ...+ nW=o, 
si, en posant, pour abréger, 

Kf—ki — aix — biy —...— A/O', . 

on prend 

(34) .r=rSa,/0, Y=SbtK„ ..., IF-SA/A/. 

Si à la variable x on substitue l’une des variables y, z., ..., w, l’équa¬ 
tion ( 33 ) gardera la même forme, les coefficients a, 6, ..,, y) n’étant 
plus les mômes; et par suite les valeurs les plus probables de x, 
y, .,., e, (P seront généralement celles qui vérifieront les formules 

(35) X = o, r—o, F=o, IF=:o, 

c’est-à-dire celles que fournit la méthode dos moindres cafrés. 

De ce qu’on vient de dire» il résulte que la méthode des moindres 
carrés, aj^pliquée à la résolution d’équations linéa'ircs dont le nombre 
surpasse celui des inconnues, fournira toujours les résultats les plus 
probables, si, la loi de facilité étant la même pour les diverses erreurs 
que comportent les quantités fournies par les expériences ou les obser¬ 
vations, on ne peut assigner à ces erreurs aucune limite inférieure ni 
supérieure, et si d’ailleurs la probabilité d’une erreur comprise entre 
deux limites infiniment voisines est proportionnelle à une exponen- 
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tielle népérienne dont l’exposant soit le produit d’un coefficient né¬ 
gatif par le carré de cette même erreur. Lorsque ces conditions ne 
sont pas remplies, la méthode des moindres carrés peut fournir pour 
les inconnues x,y, z, des valeurs qui diffèrent sensiblement 

des valeurs les plus probables. C’est effectivement ce que l’on peut 
conclure des formules établies dans ce Mémoire, et ce que j’expli¬ 
querai plus en détail dans un prochain article. 


526 . 

Calcul des probabilités. — Sur les résultats moyens d’observations 
de même nature, et sur les résultats les plus probables. 

•C. R., T. xxxvn, p. igS (8 août i853). 

Supposons m inconnues liées, par n équations linéaires et approxi¬ 
matives, à n quantités fournies par des observations de même nature, 
et dont chacune comporte une certaine erreur z. On pourra, de ces 
équations multipliées par certains facteurs X,, l», ..., puis ajou¬ 
tées entre elles, déduire une équation finale propre à déterminer la 
première inconnue x, et la valeur de x ainsi trouvée sera ce qu’on 
appelle un résultat moyen. Si l’on connaît la loi de facilité de l’erreur z 
.et les limites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise, 
on pourra, des formules établies dans le précédent Mémoire, déduire 
la probabilité P de la coïncidence de l’erreur que comportera le 

k 

résultat moyen, avec une quantité numériquement inférieure à une 
certaine limite u. Cette probabilité varie avec les facteurs X,, Xj,..., X„ 
que l’on peut choisir de manière à obtenir la plus grande valeur pos¬ 
sible de P ; et à cette plus grande valeur de P correspondra la valeur la 
plus probable de x, qui dépendra généralement de la limite u et de la 
fonction f(£) propre à représenter la loi de l’erreur z. D’ailleurs, 
£ venant à croître, la fonction f(£) peut décroître assez rapidement 
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pour qu’on puisse, sans erreur sensible, négliger les valeurs de celte 
fonction correspondantes à dos valeurs de z situées hors des limites 
entre lesquelles l’erreur z est certainement comprise. C’est à ce cas 
spécial que se rapporte le présent Mémoire; et, en supposant remplie 
la condition qui vient d’être énoncée, j’établis les formules très 
simples qui déterminent la valeur la plus probable de l’inconnue .x. 

D’après ces formules, la valeur de x la plus probable ne deviendra 
indépendante de la valeur assignée à la limite u que pour une forme 
spéciale de la fonction f(z), qui renferme deux constantes arbi¬ 
traires c, iV. Do CCS deux constantes, la seconde N est la seule qui 
serve, avec les coefficients des inconnues dans les équations données, 
à déterminer les facteurs X,, X,» Si on la suppose réduite au 

nombre 2, les résultats moyens les plus probables seront précisément 
ceux que fournirait la méthode des moindres carrés. Mais il en sera 
tout autrement si le nombre Ai cesse d’être égal à 2. Concevons, pour 
fixer les idées, que les inconnues se réduisent à une seule x, et que 
les coefficients de cette inconnue, dans les équations données, soient 
inégaux; alors la valeur la plus probable de l’inconnue x sera fournie, 
si l’on suppose A^=i, par une seule des équations données, savoir, 
par celle dans laquelle le coefficient de x offrira la plus grande valeur 
numérique, et, si l’on suppose N très grand, par l’équation finale 
qu’on obtiendra en ajoutant l’une à l’autre les équations données, 
prépai’écs de manière que dans chacune d’elles le coefficient de X 
soit positif. 

§ ï. — Considérations générales sur la probabilité des résultats moyens^ 
et sur les résultats les plus probables^ 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

/ci, X-,, des quantités fournies par l’observation ; 

e,, ..les erreurs qu’elles comportent; 

l l’un quelconque des nombres entiers i, 2, ..., ; 

i, les limites inférieure et supérieure entre lesquelles l’ctTeur Zi est 

certainement comprise; 
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f(£) ck la probabilité de la coïncidence de l’erreur avec une quantité 
comprise entre les limites infiniment voisines e, £ -f- de. 

Supposons encore que, m inconnues x, y, ■■■, v, w étant liées aux 
quantités .4 " équations approximatives de la forme 

(1) üix -H biy . .y- giV hiW — kl, 

on tire de ces équations multipliées par certains facteurs, puis ajou¬ 
tées entre elles, la valeur de l’inconnue x', et nommons X,, , X„ 

ces facteurs, choisis de manière que l’on ait 

(2) S«/X/=i, Sé/À/=o, S/i/>./=o, 

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables 
les uns aux autres. La valeur trouvée de l’inconnue x et l’erri'ur ? 
que comportera cette valeur seront 

(3) x = %\iki, \ — 'è\izi. 

Soit maintenant P la probabilité do la coïncidence de l’erreur H 
avec une quantité renfermée entre deux limites données l'I 

posons, pour abréger, 

(4) cp{e)=f e-»-if(£)d£, 

(5) ^{ 9 ) — o(À,0) o(}.,0)... o(A„é). 

On aura 

( 6 ) o(o)=i, 

17 J <I>(o)—I, 

et la formule (1 5 ) de la page 90 donnera 

.( 8 ) 

Considérons spécialement le cas où l’on aurait 

C =r — Z, &),= — V, w„ = -J, 
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U étant, ainsi que x, une quantité positive, et, de plus, 

(9) f(-£) = f(£). 

Dans ce cas spécial, la formule ( 4 ) donnera 

(10) (p(Ô) = 2 r f(s) COS0S ds, 

et la formule ([7)'de la page 90 donnera 
P = ^ jT 0 ( 6 ) cosÔTdr dO 


(II) 


(12) 


jf”o(0)do-^jr”e=o(0)de- 

!)„?=:- r”o(0)cosOud0. 

71 , 


2 D 

TT 


Si l’on ne peut assigner à Zi aucune limite inférieure ni supérieure, 
on aura x = co, et par suite la formule (10) donnera 


(i3) 


cp(6)zr:2r f(£) 

Jr, 


cosOb de. 


Au reste, la formule (i 3 ) comprend, comme cas particulier, la for¬ 
mule (10) que l’on en tire, en réduisant f(£) à une fonction discon¬ 
tinue qui s’évanouisse constamment, pour des valeurs de e supé¬ 
rieures à X. 

Si la fonction f(£), sans être discontinue, devient très petite, et 
décroît très rapidement pour des valeurs de i supérieures à x, en sorte 
qu’on ait sensiblement 

^00 

I f(£)d£l=0, 

alors, la valeur numérique de Tintégrale f f(£)cosO£d£, toujours 
inférieure à celle de Tintégrale ( f(£) de, puisqu’on a constamment 

OEux^res de C ,— S.l, t.XÏI. 
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f(£) > O, sera elle-même très petite, et par suite, clans la détermina¬ 
tion de la fonction o(G), on pourra, sans erreur sensible, substituer 
la formule (i3) à l’équation (lo). 

Observons encore que les équations (i), ( 2 ), (3) ne sont pas alté¬ 
rées, quand chacune des quantités 


ai, bi. 


gi, K,, Al 


Vient a changer de signe. Il en résulte que, dans le cas où la condi- 
tion (9) est vérifiée, on peut se horher à déduire des formules (5) 
et (ti), jointes à la formule (10) ou (i3), les valeurs de P correspon¬ 
dantes a des valeurs positives des facteurs 

Observons enfin que de la formule (i3) on peut déduire, non seu¬ 
lement la fonction ®(ô), lorsque l’on connaît la fonction f(0 n.ais 
réciproquement la fonction f(s), lorsque l’on connaît ofO). En ellét' 
multiplions les deux membres de cette formule par cosOt, puis inté¬ 
grons par rapport à 0 entre les limites 0 = o, 0 ^ Alors en rem 

plaçante par £, nous trouverons 


—COS&cW. 

Pareillement, on tirera de la formule (xi) 


(i5) 


a>(r)= r 
^0 


cosur. Du P du. 


ba probabilité P, déterminée par la formule éT^^ r - - 

lement de la fome assignée à la fonction ^ t t 

tuées, non seulement aux facteurs X X X 

auantité tu '’ ^^is encore à la 

la vatr d“e O o"''?:' 

d’attribuer aux facteuis X ^^X ' ‘1 convient 

plus grande possible, ourenV'au’tr:' T' 

des équations (3) fournisse la valeur de J wr” 

désigne à l’aide de la lettre caractèr e 1! f 

enstique à des variations corres- 
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pondantes attribuées aux quantités P, et si P est une 

fonction continue de X,, X,, X„, il suffira ordinairement, pour 

obtenir le maximum de P, d’assujettir X,, X^, X„ a la condition 

(16) ap=:o, 

quelles que soient, d’ailleurs, celles des variations oX,, SX,, ..., SX„ 
qui resteront arbitraires, quand on aura égard aux formules (2) et, 
par conséquent, aux suivantes : 

(17) O, Sbi§ 7 ./—o, Sh/S'ki — o. 

Donc, pour obtenir le maximum de P, il suffira ordinairement d’ex¬ 
primer X,, X,, ..., X„ en fonction de m nouveaux facteurs a, 6", ..., ■/], 
à l’aide d’équations do la forme 

(18) Dx^P™ (Z/oc -h a*/6 -H.. .H- a)/*e, 

puis de déterminer ces nouveaux facteurs, à l’aide des formules (2) 
jointes à la lorrnule (18). 

§ II. — Sur les conditions à remplir pour que les résultats les plus probables 
deviennent indépendants des limites assignées aux erreurs qu’ils com¬ 
portent. 

Soient toujours ^ l’erreur que comporte la valeur trouvée de l’in¬ 
connue .2;, et P la probabilité de la coïncidence de cette erreur avec 
une quantité comprise entre les limites — u, -+-u. Admettons d’ail¬ 
leurs, comme nous l’avons fait, pour les erreurs qm; comportent les 
quantités fournies par l’obscrvatipn, une loi de facilité représentée 
par une fonction f(£) qui reste invariable quand l’erreur e change d(' 
signe, et qui décroisse très rapidement pour des valeurs croissantes 
de cette môme erreur. La probabilité P sera donnée par la formule (ii) 
du § ï, et si, en supposant P fonction continue des facteurs X,, X,,..., X„, 
on veut faire en sorte que P devienne un maximum, on devra les déter¬ 
miner à l’aide de la formule 


(0 


8P = o, 
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dans laquelle oP représente la variation de P correspondante aux 
variations oX,, oX,, ..., oX„ des facteurs X,, X,, ..., X„. D’ailleurs, les 
valeurs de X,, Xo, X„ déduites do la formule (i), combinée avec 
les formules (17) du § I, et, par suite, la valeur la plus probable x de 
l’inconnue x, dépendront, en général, des valeurs attribuées, non 
seulement aux coelRcients 


ai, bi, hi, kl, 

A 

que renferment les équations données, mais encore à la quantité 
positive U ; et si l’on veut que x devienne indépendant de u, il faudra 
que, U venant à varier, la relation établie par la formule (r) entre les 
quantités ( 5 X,, oX^, ..., oX„ demeure invariable; en d’autres termes, 
il faudra que l’on ait 

(2) D^ap^o. 

Mais, eu égard à la formule (i 5 ) du §,t, l’équation (2) entraînera la 
suivante 


(3) • (5#('r)r=:o, 

quelle que soit, d ailleurs, la valeur attribuée à z. Donc, si la valeur 
la plus probable x de l’inconnue x devient indépcndanti^ (b- u, alors 
à la formule (i) on pourra substituer l’équation (3) qui, subsistant 
quel que soit^, s’accordera nécessairement avec la suivante : 

O #(l) — O. 

/ 

D autre part, si l’on pose, pour abréger, 


(5) 


9(ô) 


= Do 1 9(5), 


on aura identiquement 


et par suite les formules ( 3 ), (4) donneront 


(7) 

( 8 ) 


SOT(X;r) èli = o,. 
S 5 T(À,)â 7 / =0. 



EXTRAIT N“ S26. 


101 


Or, pour que les équations (7) et (8) s’accordent entre elles, il faudra 
que l’on ait 

_ ^(AoT) _ _ ct(à„t) 

^ ®(^l) ” ^(^ 2 ) ' ®(^h) 

Il est bon d’observer que l’équation (8), jointe aux formules (17) 
du § I, déterminera les facteurs • • • > \t. en fonction des coeffi¬ 

cients a/, hi, , hi. Si CCS coefficients viennent à varier, 
varieront par suite, et si, pendant qu’ils varient, la valeur la plus pro¬ 
bable X de l’inconnue x reste indépendante de u, alors, de la for¬ 
mule (9) qui ne cessera pas d’être vérifiée, on en conclura qu’un 
rapport de la forme 

lüGil 

ot(A) 

offre une valeur indépendante de la valeur attribuée à 'k. ün aura 
donc alors 

w(ij 

et, par suite, en supposant t: positif, 

(il) 57 (t) = T^-^ct(i), 

M étant une quantité constante. Gela posé, la formule ( 5 ) donnera, 
pour des valeurs positives de 0, 

(I?.) ©( 0 )r=:e-Û^, 


les valeurs de N, c étant 

iVrr .Wh-i, 




^(0 

TV 


D’ailleurs, la valeur do (p( 0 ) étant déterminée par la formule (12), la 
formule (i 4 ) du § I donnera 

(i3) f(£) = ljr e-ofi^coseedO-. 

Ainsi la loi de facilité des erreurs que comportent les observations 
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devra être une des lois que suppose la formule (i 3 ), si l’on veut 
que la valeur la plus probable de chaque inconnue devienne indé¬ 
pendante des limites assignées à l’erreur que comporte cette valeur 
même. 

Supposons maintenant la valeur de f(£) déterminée par la for¬ 
mule (i 3 ); alors, en attribuant, comme on peut le faire, des valeurs 
positives aux facteurs À,, À,, ..., on tirera de l’équation (12), 
jointe aux formules ( 5 ) et (i 1) du § 1, 


(i 4 ) 

et 



la valeur de s étant déterminée par les formules 

(16) s — cA, A = -f-,. .H- 

Alors aussi P croîtra pour des valeurs croissantes des deux quan¬ 
tités s, A, et l’équation (8) donnera 

(17) 

Donc à la formule (i8) du § I on pourra substituer celle-ci : 

(18) û!/0£ + Z>/6 -1”/O'O . 

Si l’on suppose les inconnues réduites à une seule x, alors, après 
avoir préparé les équations données de manière que le coefficient ai 
soit toujours positif, on tirera de l’équation (t8) 

(19) lf-^=a/cx, 

(20) h 

et de l’équation (20), jointe à la formule Sa^X; = i, 

1 N 

(21) 
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Alors aussi, pour obtenir l’équation finale qui fournira la valeur de x 
la plus probable, il suffira d’ajouter l’une à l’autre les équations don¬ 
nées, après les avoir respectivement multipliées par les divers termes 
de la suite 

( 22 ) af-‘, 


Si l’on réduit l’exposant N au nombre 2, l’équation (i 3 ) donnera 


1 



la valeur de k étant 



alors aussi la formule (18), réduite à 

( 24 ) ~ ct^cc H- 6 H— - .. —H /ij VI, 


conduira précisément aux résultats que fournit la méthode des 
moindres carrés, ce qui s’accorde avec les conclusions auxquelles 
nous sommes parvenu dans le Mémoire précédent. 

Si l’on réduit l’exposant iV à l’unité, on tirera de l’équation (i 3 ) 


( 25 ) 


f(e) = 


k r 

TT I 4- 


la valeur de k étant Alors aussi, en supposant les coefficients a,, 
..., a,J inégaux, et désignant par a, le plus grand de tous, on 
tirera des formules (20), (21) de très petites valeurs des rapports 
•••, —• Donc alors, si les inconnues se réduisent à une seule x, 


la valeur de x la plus probable sera celle que fournira la seule équa¬ 
tion 

/Cj. 


Enfin, si l’exposant N devient très grand, les divers termes de la 
suite (22) se réduiront sensiblement à l’unité. Donc alors, si les 
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inconnues se réduisent à une seule x, la valeur de x la plus probable 
se tirera de la formule qu’on obtient, quand on ajoute entre elles les 
équations données préparées de manière que les coefficients de 1 in¬ 
connue X dans les premiers membres soient tous positifs. 

M. Augustin Cauchy présente aussi un Mémoire qui a pour titre : Sur 
les résultats moyens d’un très grand nombre d’ohserçations. 


527 . 


Calcul des probabilités. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent 
des résultats moyens d’observations de même nature. 

C. R., T. XXXVII, p. 264 (i6 août i853). 


§ I. — Sur la probabilité des erreurs qui affectent des quantités déterminées 
par des observations de même nature. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

k^, ..., k^ des quantités fournies par des observations de môme 
nature; 

a,, Sj, ..., £„ les erreurs qu’elles comportent; 
l l’un quelconque des nombres entiers i, 2, 3, 

Supposons, d’ailleurs, les erreurs positives ou négatives également 
probables, et soient, dans cette hypothèse, 

— X, x les limites entre lesquelles l’erreur est certainement com¬ 
prise; 

f(£) da la prohabilité de la coïncidence de cette erreur avec une quan¬ 
tité renfermée entre les limites infiniment voisines a, a + de. 

La fonction f(a), que nous nommerons Vindice de probabilité de l'er¬ 
reur z, pourra être transformée en une intégrale définie à l’aide de la 
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formule 

(1) f(s) = - f 9(0)COS0£Cl@, 

Jo 

dans laquelle on aura 

( 2 ) cf{ô) = 2 f f(£) COS0S de. 

<^o 

La fonction ®( 0 ), que détermine la formule (2), est donc liée à 
la probabilité f(£), de telle sorte que, l’une de ces fonctions étant 
donnée, l’autre s’en déduit. D’ailleurs, si, dans la formule (2), on 
pose 0 = 0, on aura 

(3) t»(o) = i 
OU, ce qui revient au même, 

(4) 2 f f(Ê) 

n 


ds : 


La fonction çp(0) étant supposée connue, on peut sans peine en 
déduire, non seulement la valeur de f(£), c’est-à-dire l’indice de pro¬ 
babilité de l’erreur e, mais encore la probabilité P de la coïncidence 
de l’erreur e^avcc une quantité renfermée entre les limites — t, s. En 
effet, cette dernière probabilité sera évidemment représentée par l’in¬ 
tégrale 

f [{0)aB = 2f f(4)dd 

ou, ce qui revient au meme, par le double de l’intégrale 

/ f(£)d£, 

prise à partir de £ = o. D’ailleurs, en vertu de la formule (i), cette 
dernière intégrale sera équivalente à 

if 


de. 


On aura donc 
( 3 ) 




sm0£ 


dû. 




OEiii^res deC.-^ S. 1, t. Xll. 
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Soit maintenant . .. 

( 6 ) CO “ Si + X2S2 +. • • 

une fonction linéaire des erreurs £,, £2, •••> ^n- La probabilité P de 
la coïncidence de l’erreur co avec une quantité renfermée en(re les 
limites — u, u sera fournie par une équation analogue à la for¬ 
mule ( 5 ), savoir par celle qu’on en déduit en remplaçant la limite £ 
par la limite u, et la fonction ç(ô) par laïonction 

(7) #( 5 ) = œ(ÀiS) 9(^,0). .. 

On aura, en conséquence, 

(8) p=2îjr”o(0)5iî^d0. 

En d’autres termes, on aura 

(9) ' P=r'F(r)dr, 

la forme de la fonction qu’indique la lettre F étant déterminée par, 
l’équation 

( 10 ) ‘ ■ F(u)=:- f 0(0) COSÔ’J d0. 

Jq 

Cela posé, le produit F(u)du représentera la probabilité de la coïn¬ 
cidence de l’erreur co avec une quantité renfermée entre les limites 
infiniment voisines u, u -t- du, et le premier facteur de ce produit ou 
la fonction F(u) sera ce que nous nommerons l’indice de probabililé 
de l’erreur u, considérée comme une valeur particulière de co. L’indice 
de probabilité d’une valeur nulle de co sera donc 

(11) F(o)=ri rO(Ô)dÔ. 

Dans le cas particulier où la fonction co se réduit à la moyenne 
arithmétique entre les erreurs £,, ..., £„, et où l’on a, par suite, 

£1 -h £2 "+“ * • H“ S/t 

- : - 

n 


( 12 ) 
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la formule (7) donne simplement, 

(,3) 

Les formules (7), (8), (9) et (10) font dépendre les quantités F(tj) 
et P de la fonction (p( 0 ) déterminée elle-même par la formule (2). 
D’ailleurs, de cette dernière formule on peut en déduire plusieurs 
autres qui peuvent lui être substituées plus ou moins utilement, sui¬ 
vant qu’on attribue à la variable positive 0 des valeurs plus ou moins 
grandes. 

Remarquons d’abord qu’on tire de l’équation (2), en ayant égard à 

la formule cos.t “1 — 2 sin^ —> 

2 

(i/S) o((9)r“i— J' ^2sin^^ f(e)(l£ 

et, en intégrant par parties, 

l’(z) sinOx 

(1 5 ) ©( 0 ) 2- 

D’autre part, si l’on nomme x une variable positive et x.(^) une 
fonction-qui, s’évanouissant pour x ==o, demeure continue, avec 
sa dérivée y^(x), pour des valeurs de x inférieures à une certaine 
limite, on aura, comme on sait, pour de telles valeurs de x, 




(‘'(s) sil) Os (le 


xi^) = xx'{r]æ), 


y) désignant un nombre inférieur à l’unité. 11 en résulte, par exemple, 
que, pour des valeurs de x très petites, sinjr est le produit do x par 
un facteur compris entre les limites i, coso;; que, pareillement, 
1(1 — 0:) est le produit de — 07 par un facteur compris entre les 
limites i, suite, en nommant p un tel facteur, on a 
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Cela posé, si l’o'n fait, pour abréger, 

(i6) c=f 

et si, d’ailleurs, on attribue à la variable positive 6 une valeur assez 
petite pour que le produit 0)c soit lui-même très petit, on verra la 
valeur de ®( 0 ) donnée par la formule (i 5 ) se réduire sensiblement à 
l’exponentielle et l’on conclura de cette formule qu’on a en toute 
rigueur 

(, 7 ) = 

ç étant le produit de la constante c par un facteur renfermé entre les 
limites 

(i8) cos^—, -rr 

H 

et à plus forte raison entre les limites 

, , 1 /9xV I 

^ 2 \ 2 y ’ 1 — 

La formule (17) permet d’obtenir facilement une valeur très appro¬ 
chée de la fonction ® (0), dans le cas où 0 et 0x sont très petits. 

Si, au contraire, on attribue à 0 une valeur qui ne soit pas très 
petite, alors, la valeur de ç n’étant plus très voisine de la constante c, 
la formule (17) devra être abandonnée. Mais alors, surtout si 0 devient 
très grand, on pourra utilement recourir à la formule (i 5 ). Considé¬ 
rons, pour fixer les idées, le cas où la fonction f(£) décroît constam¬ 
ment, tandis que la variable t, supposée positive, croît à partir de 
zéro. Dans ce cas, f'(£) étant négatif, la formule (i 5 ) fournira immé¬ 
diatement une limite supérieure de (p(0) et donnera 

( 20 ) 

U 


2sm~j f(£)a£ 


Pour montrer une application des formules que nous venons d’ob- 
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tenir, appliquons-les à la détermination de la quantité r(u), ou, ce 
qui revient au même, à la détermination de l’intégrale 

^ 00 

( 21 ) / #( 0 ) coSiOv dO, 

«^0 


dans le cas où, n étant un très grand nombre, les facteurs ..., 

'k„ sont des quantités très petites de l’ordre de Soit d’ailleurs © un 
nombre qui soit lui-même très gi’and, mais tel, que les produits A, ©, 
A,©, ..., 1 „© restent très petits. L’intégrale (21) sera la somme des 
deux intégrales 


(22) 


(23) 



COS0U àO, 



COS0LI dû. 


D’ailleurs, en vertu des formules (7) et (17), on aura, pour dos 
valeurs de 0 inférieures à ©, 

(24.) 4 >( 0 ) = 6 -»“’, 


la valeur de s étant donnée par une équation de la forme 

s = H- 4- . . . -I- 

et les facteurs ç,, Ça, ..., ç„ étant très voisins de la constante c. Il y a 
plus : on aura encore 

(25) SrrçA, A Xf 4--h . . • + X,!, 


ç étant une quantité renfermée entre le plus petit et le plus grand des 
nombres <;,, ç,, ..., ç„, par conséquent une quantité qui sera elle- 
même très voisine de c. Cela posé, l’intégrale (22) deviendra 


(26) 



COS0U dQ. 


Or cette dernière différera très peu de l’intégrale 



cos Su dS, 


(27) 
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si le produit ^0- est un très grand nombre, ce qui arrivera si 0* est 
d’un ordre supérieur à l’ordre de c’est-à-dire à l’ordre de n, ou, en 
d’autres termes, si © est d’un ordre supérieur à l’ordre de \/n. Doue 
aussi, sous cette condition, l’intégrale (22) se réduira sensiblement 
à un produit de la forme 


(aS) 




la valeur de s étant 

(29) s=icA. 

D’autre part, on aura, en vertu de la formule (20), 


(3o) 


4,r0)< 


et par suite l’intégrale ( 23 ) sera inférieure au produit 


(30 


[2 f(o)]” I 

1,1,.. .1,, {h h- ' 


Donc, SI ce dernier peut être négligé vis-à-vis de l’expression (28), 
ce qui arrivera, par exemple, quand la quantité 2 f(o) sera inféricuire 
à chacun des. produits X,0, X,0, ..., A,0, l’intégrale (21) se réduira 
sensiblement à l’expression (28), et l’on aura, à très peu près, 


( 02) 




Alors aussi la formule (9) donnera sensiblement 


(33) 




P = ~f e-^>àe. 

y-KJo 


§ II. la probabilité des erreurs gui affectent les résultats moyens. 

Supposons que, les m inconnues a., j.étant déterminées 

par « équations linéaires approximatires, on déduise de ces équations 
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multipliées par certains facteurs 1,, Xo» •••) P'i's ajoutées entre 
elles, l’équation finale qui fournit immédiatement la valeur de l’in¬ 
connue X. Cette valeur sera de la forme 

( I ) ^ ~ Xj /ij -j-- ^2 /*'2 

la première des équations de condition auxquelles satisferont les fac¬ 
teurs étant elle-même de la forme 

(2) ( 2 ^ 4- ^^^2^2 “t” • • • ~ ï ? 

et, si l’on nomme £|, £2.les erreurs que comportent les quan¬ 

tités ky, k.y, ..., kn, l’erreur \ de la valeur précédente de x sera 

(3) ^ £j-t-“I" • • • 

Enfin, si, des erreurs positives et négatives étant également probables, 
on suppose l’erreur zi certainement comprise entre.les limites — x, x, 
la probabilité P de la coïncidence de l’erreur ^ avec une quantité ren¬ 
fermée entre les limites — u, u, et l’indice de probabilité F(u) de 
l’erreur u dans la valeur de l’inconnue x, seront déterminés par les 
formules (8) et (xo) du § I. 

Il importe d’observer qu’on tire des formules (i) et ( 3 ), jointes à 
la condition (2), 

/ / , _ Xj -4- ^2 /C2 -H . . . -h A,,. A'„ 

( Zj. ) OC' —• _ . - J 

Ctl Aj + <312 A2 "“h . • • “H « 

, ^ V ^_ Aj -+- A2 £2 “1™ • • ■ 

< 3 ti Al “h <312 A2-h . . . “h etn'^n 

Ces dernières valeurs de a; et de ^ dépendent uniquement des rapports 
entre les facteurs X,, X,, ..., et sont aussi celles qu’on obtiendrait 
si l’on cessait d’assujettir ces facteurs à la condition (2). Admettons 
cette dernière hypothèse, et concevons que, les signes des facteurs X,, 
X2, ..., X„ restant arbitraires, on assigne à ces mêmes facteurs des 
valeurs numériques,déterminées. Soit, d’ailleurs, X la moyenne arith¬ 
métique entre ces valeurs numériques, et nommons A la plus grande, 
valeur numérique que puisse acquérir la somme ' 


^1^1 Cl^'kn- 
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La plus grande des valeurs numériques que pourra prendre l’erreur ^ 
sera la plus petite possible, et précisément égale au rapport 


quand les signes des facteurs X,, X,, ..seront choisis de manière 
que l’on ait 

(7) “ A. 

D’ailleurs, étant donnés les coefficients a,, a^, et les valeurs 

numériques des facteurs X,, Xj, ..., X„, on connaîtra la valeur numé¬ 
rique de chacun des produits 

( 8 ) €1^ À J, tX^ ^2î • • *, î 

et la quantité A, déterminée par l’équation (7), sera la plus grande 
possible lorsque tous ces produits seront positifs, c’est-à-dire, en 
d’autres tei’mes, quand les signes des facteurs 

Aj, ^2, •. •, 'kfi 


seront ceux des quantités 

qui représentent les coefficients de l’inconnue æ dans les équations 
linéaires données. Donc un système de facteurs X,, X,, ..., X„ qui 
satisferont à cette condition, étant comparé aux systèmes que l’on 
peut en déduire en changeant les signes d’ùn ou de plusieurs de cès 
facteurs, sera pz*écisément le système pour lequel la plus grande 
erreur à craindre dans la valeur de l’inconnue cc deviendra la plus 
petite possible. Il conviendra donc, dans la recherche de l’équation 
finale qui déterminera l’inconnue cc, d’attribuer au facteur X^, par 
lequel on multipliera une équation linéaire, le signe qui affectera, 
dans cette équation, le coefficient de x. 

Concevons maintenant que, les produits (8) étant tous positifs, on 
fasse varier les valeurs numériques des facteurs X,, X^, ..., en 
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supposant, conriine on peut le faire, ces facteurs assujettis à la condi¬ 
tion (2). Les valeurs de x et ^ données par les formules (i) et ( 3 ) 
varieront, et la valeur la plus probable x de l’inconnue x sera celle 
pour laquelle la probabilité P deviendra la plus grande possible. 
D’ailleurs, pour déterminer la valeur x de l’inconnue x avec les 
valeurs correspondantes des valeurs A,, Xn, ..., X,^, il suffira, on 
général, de recourir à la condition 

(9) ÔPrzro. 

La quantité x ainsi déterminée, c’est-k-dire la valeur la plus probable 
de rinconnuc x, sera indépendante de la limite u au-dessous de 
laquelle on veut abaisser l’erreur \ de cette inconnue, si la fonction 
f(£) est de la forme 

(10) — e~'®^cosS£ dô, 

les lettres c, /V désignant deux constantes positives, et si, d’autre 
part, on n’assigne aux erreurs e,, £3, ...,£„ aucune, limite, en sorte 
qu’on puisse poser x = qo. Alors on aura 

(.1) 9(0):^ 

(12) <I)(Ô) =: 

la valeur de s étant déterminée par les formules 

(13) .s = cA, A = 

Alors aussi l’indice de probabilité r(o) d’une erreur nulle dans k 
valeur de ^ sera donné par l’équation 

(.4) r( 0 ) = p(, + i)r*. 

La valeur la plus probable x de l’inconnue x est, en vertu de 1 ; 
formule (32), et quand on suppose N = 2, celle que donne la méthode 
des moindres carrés. Mais la même formule conduit à d’auti'cs valeun 
de X quand A est supérieur à 2. Donc la valeur la plus probable x de 

OEiii>res de C. — S. I, t. XIL 15 
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l’inconnue cc peut différer sensiblement de colle que fournit la mé¬ 
thode des moindres carrés. 

Celte méthode a-t-elle du moins la propriété de fournir la valeur 
de X la plus probable, dans le cas où, la limite x étant une quantité 
finie, le nombre des observations devient très considérable. Pour 
éclaircir cette question, il convient d’examiner spécialement le cas 
dont il s’agit. C’est ce que je ferai dans le prochain article. 

M. Cauchy présente encore à l’Académie un Mémoire sur la probabi- 
lilé des erreurs qui affectent les résultats moyens d’un grand nombre 
d'observations. * 


528. 

C. R.. T. XXXVIÏ, p. 293 (22 août i 853 ). 

M. Augustin Quciiy lit un Mémoire ayant pour titre : Sur la plus 
grande erreur à craindre dans un résultat moyen, et sur le système de 
facteurs qui rend cette plus grande erreur un minimum. 


529. 

Calcul des probabilités. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un 
résultat moyen, et sur le système de facteurs qui rend cette plus grande 
erreur un minimum (Mémoire présenté dans la précédente séance). 

C. R.j T. XXXVII, p. 326 (29 août i 853 ). 

§ I. — Sur la plus grande erreur à craindre dans un résultat moyen. 

Soient, comme dans le précédent Mémoire, 

yt ,, k.,, •.., k^ des quantités fournies par l’observation ; 

, £0, ..., les erreurs qu’elles comportent; 

/Tun quelconque des nombres i, 2, 3 , .. n. 
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Supposons d’ailleurs que, les erreurs positives ou négatives étant 
également probables, on nomme — x, x les limites entre lesquelles 
l’erreur £; est certainement comprise. 

Enfin, supposons que, m inconnues oc, y .e, m étant liées aux: 

quantités /c,, k.,, .par n équations linéaires et approximatives de 
la forme 

aix + b/y -h . .. + -j- h/iv — k/, 

on déduise de ces équations multipliées par certains facteurs À,, 
A.,, ..., puis ajoutées l’une à l’autre, l’équation finale qui fournit 
immédiatement la valeur de l’inconnue n. Cette équation finale sera 

( i) .i ~ Al />'i H- A„ A'„, 

les facteurs 1 ,, X», ..., X„ étant choisis de manière à vérifier les con¬ 
ditions 

(2) S«/A/~i, SA/A/—O, S/oA/=:<), 

(*t l’erreur qui alï'ectcra la valeur <le oc, sera 

( 3 ) — Al £1-f-Ag£2-t“... H“ A/,£/,. 

Concevons à présent que l’on nomme a la plus grande erreur à 
craindre, pour un système donné de facteurs, sur la valeur de l’in- 
connui' æ; a sera, en vertu de la formule ( 3 ), le produit de la limite x 
par la somme des valeurs numériques des facteurs X,, X,, ..., X„, et 
l’on aura, en conséquence, 

(4) a-rzA, 
la valeur de A étant 

( 5 ) A “ y/Aj -f-... -H V^A/ — b v^A/. 


11 est bon d’observer que, les n facteurs X,, X2.X„ étant liés 

les uns aux autres par les formules (2), on pourra généralement 
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exprimer m d’entre eux, par exemple les facteurs 

^1, • • • 9 

en fonction de n — m facteurs restants 

On doit seulement excepter le cas particulier où l’on aurait 

( 6 ) 

De plus, en laissant de coté ce cas exceptionnel, on pourra éliminer 
de la somme A les facteurs X,, X^, ..., X,„. Pour y parvenir, il snilira 
de retrancher de la formule (5) l’équation qu’on ohtieni en ajoiilanl 
l’une à l’autre les équations (a), respectivement mullipliéc's p:ii‘ des 
eoefficients arbitraires a, ê, ..., y], puis de choisir ces coellicienls 
do manière à faire disparaître dans la valeur de A les termes |)ro|)or- 
tionnels aux facteurs Xj, ..., X,„. On trouvera ainsi, (>n ])rejnicr 
lieu, 

( 7 ) A = et-+-«jXi H--f-...a„X, 2 , 
la valeur de étant 

( 8 ) (X/— — a/a — b/è —...— /i/n, 

puis ensuite 

^ 91 ^ ot/n+i 4- cc,„+, 4- . . . -h X„, 

les coefficients a, ê, vj étant déterminés par le systèmes des for¬ 
mules 


D’ailleurs, sauf le cas exceptionnel où la condition (6) serait vérifiée, 
les formules (10) fourniront toujours des valeurs finies et détermi¬ 
nées de a, g.n- Ces valeurs toutefois dépendront des siqnes 
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attribués aux facteurs X,, ..., X„, attendu que le rapport 

A 

v/>-/ 

se réduira ou à H- i, ou à — r, suivant que le facteur X; sera positif 
ou négatif. 

Remarquons encore que, parmi les facteurs X^, X^, le 

nombre de ceux qui se réduiront à zéro ne pourra généralement être 
supérieur k n — m. Car, n — m facteurs étant supposés nuis, les m fac¬ 
teurs restants se trouveront, pour l’ordinaire, complètement déter¬ 
minés par les formules (2) qui fourniront pour ces m facteurs des 
valeurs généralement distinctes de zéro. 

§ II. — Sur le système de facteurs pour lequel la plus grande erreur 
à craindre dans la valeur d’une inconnue devient la plus petite 
possible. 

On peut demander quel est le système', de facteurs pour le(|uel 
l’erreur a, e’est-à-dire la plus grande erreur à craindre dans la vab'ur 
de l’inconnue x, devient la ])lus petite possible. 

Lorsque les équations linéaires donné(!s renAmment uiu', seule 
inconnue x, la question se résout immédiatement à l’aide des for¬ 
mules ( 5 ), (6) des pages 111, 112. En vertu de ces formules, pour que 
la plus grande erreur à craindre sur la valeur de x soit la plus petite 
possible, il sera nécessaire, comme on l’a dit, que les signes des fac¬ 
teurs X,, f.,, ... , \ soient précisément les signes des cocincients 
a.>, ..., a„; et, si l’on nomme a la plus grande erreur à craindre, l’cr- 
r(!ur a, en devenant la plus petite possible, se réduira, au signe près, 

au plus petit des rapports —> •••> —• En conséquence, la plus 

et 

petite valeur de a sera 



si a^ est celui des coefficients «o, qui offre la plus grande 

valeur numérique; et, d’ailleurs, pour obtenir cette valeur de a, on 
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devra supposer 

( 2 ) ^ J — > ^2 — • • • ï ^ * 

«1 

Ces conclusions cesseraient, d’être légitimes, si les équations pro¬ 
posées renfermaient plusieurs inconnues. Mais, quel que soit le 
nombre m de ces inconnues, on peut, à l’aide des principes établis 
dans le § I, déterminer la plus petite valeur de s et le système de fac¬ 
teurs correspondants. En effet, dans ce système, sauf des cas excep¬ 
tionnels où les coefficients «/, hi, satisferaient à certaines con¬ 

ditions, m facteurs au moins 

. X,, ^2, • • ‘, '^ni 

acquerront des valeurs distinctes de zéro, et, pour éliminer ces 
mêmes facteurs de la somme A, il suffira d’assujettir les coefficients 
oc, 6.Y] aux conditions (lo) du § I, c’est-à-diro aux formules 

(3) (x^ — o, «2=0, ..., ««=0, 

puis de remplacer la formule ( 5 ) par la formule (g). Alors aussi, sauf 
des cas exceptionnels, les quantités 

seront généralement distinctes de zéro, et, par suite, il sera néces¬ 
saire que les facteurs ..., se réduisent tous à zéro. Car 

si l’on n’avait pas 

(4 ) —' O, —. 0, * ' * , ~^n ■” O, 

si, par exemple, différait de zéro, il suffirait d’attribuer à 'kn, un 
accroissement infiniment petit, mais affecté d’un signe contraire au 
signe de a„, pour faire décroître la quantité A et par suite l’erreur a. 
Donc alors l’erreur a ne serait pas, comme on le suppose, la plus 
petite possible. D’ailleurs, quand les formules (4) seront vérifiées, 
les valeurs de X,, X, ..., seront immédiatement fournies par les 
équations 


(5) 


S ^11/ X/ — IJ 


s bi'ki^z O, 


• • > 


S A/X/zz: 0, 
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et les formules ( 5 ), (9), ( 4 ) du § I donneront 

(6 ) A = y/Xj \/)i2 -t-. . . + = Si, 

( 7 ) « — ÜSC. 

Donc la plus petite valeur de « sera généralement de la forme xa, 
a étant une quantité positive, déterminée par le système de m équa¬ 
tions analogues aux formules ( 3 ), c’est-à-dire par m équations de la 
forme 

(8) i7/a-t--h... H-/on = 

et généralement aussi les facteurs 1,, Xo, X„,, propres à fournir 
celle plus petite valeur, s’évanouiront, hormis les facteurs correspon¬ 
dants aux valeurs de / écrites comme indices au bas des lettres a, 
/j, , h, X, dans les équations desquelles on tirera les valeurs de a. 

Ajoutons que, parmi les valeurs do a déterminées comme ou vient 
de le dire, on devra choisir la plus petite de toutes. En substituant 
c.elle-ci dans l’équalion (7), on obtiendra précisément la valeur cher¬ 
chée de a. 

Appliquée au cas où les équations linéaires données luuifcrment une 
seulc inconnue x, la méthode que nous venons d’exposer reproduit 
les formules (i) et (2). 

Lorsque les équations linéaires données renferment deux incon¬ 
nues X, J, on a, en vertu des formules ( 4 ) et ( 5 ), 

f/j -f- ” ^3 6 l^i-f-Ù 2 X 2 ~ 0 , A3 — O, A4 ™ O, • ' • , A/, “ O, 

et de CCS équations, jointes aux formules (6) et (7), on tire 


I I 
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Donc alors, pour trouver la plus petite valeur de a, il suffît d’écrire, 
l’une au-dessus de l’autre, les deux suites 


T 1 

^n. 

Cl^ Cl n 

Ih, 

puis de multiplier par 7. le plus petit des rapports qu’on obtient quand 
on divise la somme des valeurs numériques de deux termes de la pre¬ 
mière suite par la différence entre les valeurs numériques d(“s termes 
correspondants de la seconde suite. Si le plus petit de ces rap|)orts ('st 
formé avec les premiers termes des deux suites, la plus pctit(^ vabuir 
de a sera fournie, avec les valeurs correspondantes dos facl('ursXj, 
X,, ..., par les formules (çj) et (10). 

Il est bon d’observer qu’on tire des formules (9) 


(II) 


! I 

£?, 

61’ 


(12) 


■— 


la valeur de p étant 


P 


- 


a ^2 

ai 


Par suite, les produits a,X,, seront tous deux positifs, si le rap¬ 
port P est négatif. Mais, si ce rapport est positif, alors l’unité étant 
comprise entre les limites p et p“', les produits seront, 

l’un positif, l’autre négatif. 

On devrait évidemment, dans les formules (9), (10), etc., écbangi'r 
entre elles les lettres a et b, s’il s’agissait de faire en sorte que la [)lus 
grande erreur à craindre, non plus sur la valeur de a:,'mais sur la 
valeur de j, devint la plus petite possible. 

Nous avons, dans ce qui précède, fait abstraction des cas exc(!ption- 
nels où les coefficients a^, b^, ..., hi vérifient certaines conditions 

9 

par exemple la condition (6) du § 1. Pour résoudre le problème dans 
ces cas exceptionnels, il suffira ordinairement de substituer aux coef¬ 
ficients aif hi d’autres coefficients qui en diffèrent ^infiniment 



EXTRAIT N“ 529. 


121 


peu et cessent de remplir les conditions dont il s’agit. De plus, il sera 
généralement facile de voir comment doivent être modifiées, dans les 
cas exceptionnels, les formules ci-dessus établies. 

Considérons, pour fixer les idées, le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule x, plusieurs des coefficients ..., par 

exemple les l coefficients a^, a.,, ai, offrent des valeurs numé¬ 
riques égales, mais supérieures à celles de tous les autres. Alors la 
plus petite valeur de a sera toujours déterminée par la formule (i). 
Mais les valeurs correspondantes de X,, X,, ..., X,; ne seront pas 
nécessairement celles que fournissent les équations (2) et pourront 
être encore toutes celles qu’on déduit de la formule 

( ) 3 ) rtj “H (Z^ ^2 “1- . . . -f“ Cl/ A/ izr X, 

en attribuant aux produits a,X,, a^Xj, ..., «Ax des valeurs positives 
ou, en d’autres termes, en attribuant respectivement aux facteurs X,, 
X2, ..., X; les signes des coefficients a,, a.,, ..., U/, par conséquent 
toutes celles qui vérifient la condition 

(i4) \/XJ-f-\/Â2 + • • • + -y-"' 

V«î 


§ 111. — Conclusiom. 

Soient, comme dans le § I, ^ l’erreur de l’inconnue x, et a la plus 
grande valeur que cotte erreur puisse acquérir pour un système 
donné de facteurs. Soient, en outre, — u, u les limites inférieure 
et supérieure entre lesquelles on veut renfermer l’erreur et P la 
|)robabilité de coïncidence de cette erreur avec une quantité com¬ 
prise entre les limites — u, u. Si, on attribuant aux facteurs X,, 
Xo, ..., X„ des valeurs telles, que la plus grande erreur a devienne 
la plus petite possible, on pose précisément u == a, la probabilité P 
se changera en certitude et acquerra ainsi la plus grande valeur pos¬ 
sible. Par suite, si l’on attribue à u une valeur qui soit inférieure à 
la valeur de a, déterminée dans le § II, mais qui en diffère très peu, 
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lo système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P ( 
rera très peu du système qui correspond à cette valeur de a. 

Ainsi, par exemple, si, en supposant les inconnues réduites à 
seule X, et en désignant par a, celui des coefficients a,, a^, .. 
qui offre la plus grande valeur numérique, on attribue à u une v: 
inférieure, au rapport -^5 mais très peu différente de ce rappo 

système de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P diffi 
très peu du système déterminé par les formules 

(l) ^'1— —’ ^ 2 = 0 , /.3“ O, •••, A,, —O. 

«1 

D’ailleurs, ce dernier système sera, en général, très différer 
celui que fournirait la méthode des moindres caiTés. Donc, pou 
valeurs de u suffisamment grandes, la méthode des moindres c 
sera loin de fournir la valeur x de x, correspondante à la plus gi 
valeur de P. Cette conclusion, qui subsiste, quels que soient la lin 
et le nombre n des équations données, s’étend évidemment a 
où, ces équations renfermant plusieurs inconnues, on rempla 
système de facteurs que déterminent les formules (i) par celu 
rend alors la valeur de a la plus petite possible. En conséquenc 
peut énoncer généralement la proposition suivante : 

Si l’on nomme u la limite au-dessous de laquelle on veut abaisser 
reur ^ de V inconnue x, et P la probabilité de la coïncidence de cette t 
avec une quantité comprise entre les limites — u, -f- u, le système d 
teurs correspondant à la plus grande valeur de P sera ordinaire, 
pour des valeurs de u suffisamment grandes, très différent de celi 
donnerait la méthode des moindres carrés, quel que soit d’aillei 
nombre n des quantités fournies par V observation, et quelle que s 
limite x assignée aux erreurs que comportent ces mêmes quantités, 

11 semblerait au premier abord que, dans le cas où le nom 
devient très grand, on pourrait tirer des conclusions différent 
même opposées d’une formule établie dans le § I du préc 
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Mémoire. II semble, en effet, que, pour de grandes valeurs de /?, 
les produits assujettis à vérifier la condition 

( ‘-^ ) éz J X 2 H— < 73 X 2 •+■. . . H~ Cl X (I 1 , 

et par suite les facteurs X,, Xo, X„, doivent généralement se 

réduire à des quantités très petites de l’ordre et si cette réduction 

a lieu, si d’ailleurs, en attribuant au nombre 0 une valeur très grande 
d’un ordre supérieur à celui de \/n, mais inférieur à l’ordre de n, on 
néglige l’intégrale (aS) de la page 109 vis-à-vis de l’intégrale (aa), 
alors la valeur de P paraît devoir être sensiblement celle que donne 
la formule (33) de la page iio, c’est-à-dire celle dont le maximum 
est fourni par la méthode des moindres carrés. Mais la formule (33), 
établie comme on vient de le dire, repose évidemment sur des hypo¬ 
thèses qui peuvent ne pas se réaliser. 

En premier lieu, de ce qu’on attribue au nombre n une très grande 
valeur, il n’en résulte pas nécessairement que les facteurs À,, A^, . -., 
A„ soient tous très petits. Le contraire arrivera si l’on attribue, à lu 
plupart d’entre eux des valeurs nulles, comme dans le § Il du présemt 
Mémoire. Il y a plus : parmi les facteurs X,, X., ..'., X„ plusieurs pour¬ 
ront conserver des valeurs finies dans le cas même où l’on supposera 
ces facteurs déterminés par la méthode des moindres carrés. 

En effet, considérons spécialement le cas où, les inconnues étant 
réduites à une seule x, les coelficients a^, ..., a,^ de cette 
inconnue, dans les équations linéaires données, forment une pro¬ 
gression géométrique dont le premier terme est a et la raison r. 
Alors on aura 

(3) a,— ar'-, 

et, en supposant les facteurs X,, Xj, ..., X„ respectivement propor¬ 
tionnels aux coefficients a,» •••> conformément à la règle 
fournie par la méthode des moindres carrés, on aura encore, eu 
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égard à l’équation (2), 

(/,•) h —h— = = i.-LziZl. 

Or, si, la valeur de a n’étant pas très grande, on attribue à r une 
valeur comprise entre les valeurs 0, i,' mais sensiblement distincte 
de ces limites, les termes de la suite 


déterminés par la formule (d), ne seront pas tous très petits, pour 
do grandes valeurs de n. Les premiers termes, par exemple, conser¬ 
veront des valeurs finies, en se réduisant à très peu près aux termes 
correspondants de la progression géométrique 

1 I I 

"y ^ q ) ***5 

2 4 8 

si, n étant un très grand nombre, on suppose <2 = 1, 

En second lieu, l’intégrale (28) du § I du précédent Mémoire ne 
peut pas toujours être négligée vis-à-vis de Tintégralc (22); et, de 
plus, pour que la formule (9) du même paragraphe puisse être 
réduite à la formule ( 33 ), il est nécessaire que la valeur de u ne 
dépasse pas une certaine limite. C’est ce que, prouve l’analyse déjà 
ci-dessus exposée, et ce que montrent aussi les formules relatives an 
cas spécial où le nombre n acquiert une très grande valeur, comme 
nous l’expliquerons dans un prochain article. 

M. Augustin Cauchy présente encore à l’Académie un Mémoire sur 
les résultats moyens d’un très grand nombre d’observations. 
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Calcul des probabilités. — Mémoire sur les résultats moyens 
d’un très grand nombre d’observations. 


Le règlement ne permettant pas d’insérer ce Mémoire dans les 
Comptes rendus, nous nous bornerons à en indiquer sommairement 
les principaux résultats. 

L’auteur, adoptant les notations de la page io 4 , commence par 
rappeler la formule 

dans laquelle on a 

(2) $(ô) = cp(?i,e) 9(Xjô) ... 

(3) o(6) = 2C f(£) cosSs (Ie. 

La fonction f(£), qui représente Vindice de probabilité de l’err('ur z, 
est assujettie à la condition 



à laquelle on satisfera, si l’on pose 
(5) f(£)—Kw(s), 

«(e) étant une fonction arbitraire, mais toujours positive, de z, et K 
une constante positive déterminée par la formule 



La fonction auxiliaire ç( 0 ), déterminée par la formule ( 3 ), jouit 
de propriétés remarquables. Elle se réduit à l’unité pour une valeur 
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nulle do ô; pour toute autre valeur de 0, elle s’abaisse numérique 
ment au-dessous de l’unité; et, si l’on pose 


(7) [?(«)]■= 

la fonction p de 6 offrira une valeur positive, quel que soit 9 . On aura 
en particulier, pour 6 = o, 

(8) P = 3C, 

la valeur de c étant 

(9) £’-f(£)d£, 
et pour G = CO 

Cela posé, soit r la plus petite des valeurs de p; /'sera toujours un 
quantité positive, et l’on aura constamment 


('0 


[9(Ô)?5 


I 

1 _i_ /- 02 ’ 


Lorsque G et G'/c sont très petits, on a 

(12) cp(0) = e-;9’, 

ç étant le produit de la constante c par un facteur l'enfcrmé entre le 
limites (i8) de la page io8, et à plus forte raison entre les limites 


(<3) 


I -4- 


(9x 

2 


I 


Pour que la fonction auxiliaire 9(6) s’exprime en termes finis, i 
suffit que la fonction gt(£) se réduise à une fonction entière de t, c 
d’exponentielles dont les exposants, réels ou imaginaires, soient pro 
portionnels à t. Le cas où la fonction cj(£) est linéaire et de la form 


(i4) 


ro(£) — a — 
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a, b étant deux constantes positives, mérite une attention spéciale. 
Dans ce même cas, on trouve, en supposant b = o, 

/ \ • /AS siaôx. , „ 

( 10 ) = ^ = 

et, en supposant a = bx, 

(16) 

Ajoutons que, dans l’une et l’autre supposition, la valeur de r est 
donnée par la formule 

(17) /•=2C. 

Cette dernière formule se déduit immédiatement de la suivante : 

à laquelle on parvient on observant que, pour des valeurs de Ô posi¬ 
tives, mais inférieures à -> la dérivée de la fonction sinOcos '’O — 0 , 

2 

ou, en d’autres termes, la fonction |(cos ^—1) (i + 2008*6), olfre 
une valeur toujours positive. 

Après avoir établi, comme on vient de le dire, les principales pro¬ 
priétés de la fonction auxiliaire <p(0), l’auteur recherche ce que 
devient la probabilité P dans le cas spécial où le nombre n des obser¬ 
vations devient très grand, et où, les facteurs A,, X», ..., A„ étant 

tous très petits de l’ordre de ou d’un ordre inférieur, la somme de 

leurs carrés 

{IQ ) A = XJ H- ^2 H- . • . H- 

est une quantité très petite de l’ordre de Dans ce cas, à la for¬ 
mule (i) on peut, sans erreur sensible, substituer d’autres formules 
qui fournissent des valeurs très approchées de la probabilité P. Ainsi, 
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par exemple, si l’on nomme © un très grand nombre d’un ordre supé 
rieur à celui de ^n, mais inférieur à l’ordre de n, on aura sensible 
ment, pour de très grandes valeurs de n, 

(20) P=£^°4,(9)£il^cl5; 

et, si l’on nomme X le plus grand des facteurs X„, la diffé 

ronce entre les valeurs de P fournies par les équations (i) et (20 
sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


(2l) 


I 




X étant un nombre déterminé par la formule 


(22) 



7A0- 

H- 7-X2@"2’ 


et, par conséquent, un très grand nombre, puisque des deux pro 
duits A©^, X©, le premier sera très grand et le second très petit. 

De plus, si © est un très grand nombre dont l’ordre soit inférieu 

non seulement à celui de n, mais aussi à l’ordre do n\ on aura encore 
sensiblement, pour de très grandes valeurs do «, 

^0 • a 

, o^ r, 2 r A-sin&’j 

(23) P = - / 

la valeur de s étant 


( 24 ) 


cA; 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les équations (20^ 
et (23) sera inférieure, abstraction faite du signe, au produit 


(25) 




h étant la plus grande des deux différences 


( 26 ) 






I, I — e 


_ g l-fc)v802 
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Cela posé, si l’on attribue à la limite x une valeur finie, le produit (aô) 
sera, pour de très grandes valeurs de n, du même ordre que la quan¬ 
tité 10, par conséquent du même ordre que les deux quantités 

qui deviendront très petites quand l’ordre de 0 sera infé- 

1 

rieur à celui de 

Enfin l’on aura sensiblement, pour de très grandes valeurs de n. 


(27) 


'=-r 




2 


J ^2 v/.f 

O 


e-9’ de, 


et la différence entre les valeurs de P fournies par les formules (aS), 
(27) sera inférieure, abstraction faite du signe, au rapport 


(28) 


I — e--'®’ 
t:s&^ ’ 


qui sera de l’ordre de et par conséquent très petit quand l’ordre 

I 

de 0 sera inférieur à celui de 

Donc, on définitive, si, la valeur de la limite x étant finie, on attribue 
aux facteurs X,, ..., X„ dos valeurs numériques de l’ordre do 

ou d’un ordre inférieur, mais telles, que la somme A de leurs carrés 
soit de l’ordre de alors, pour de très grandes valeurs de n, la pro¬ 
babilité P sera généralement déterminée avec une grande approxima¬ 
tion par la formule (27). Si d’ailleurs on assigne à la fonction f(£), 
qui représente l’indice de probabilité de l’erreur e, une forme déter¬ 
minée, on pourra trouver une limite supérieure à l’erreur que l’on 
commettra, quand à la formule (i) on substituera la formule (27). 
On pourra, par exemple, prendre pour cette limite la somme des 

expressions (21), (26), (28), 0 étant un très grand nombre, dont 

± 1 

l’ordre supérieur à celui de soit inférieur à l’ordre de n'. 
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Observons maintenant qu’on tire des formules ( 3 ), (9) et (24) 


(29) 


y. fs v/ï^-- 

•/] étant un nombre inférieur à l’unité. Or il suit de la formule ( 3 o) 
que, si l’on attribue à la limite u une valeur comparable à la limite ■/, 

en posant, par exemple, u — x, ou u = ^x, ou u = |x, ..., la limite. 

supérieure de l’intégrale comprise dans le dernier membre de la 
2 V-? 

formule (27) sera, pour de très grandes valeurs de n, un très grand 
nombre d’un ordre au moins égal à l’ordre de sjn. Donc alors la pro¬ 
babilité P sera très voisine de la certitude i. Cette conséquence sub¬ 
siste d’ailleurs quelle que soit la forme attribuée à la fonction f(£). 

Les diverses formules que nous venons de transcrire permettent 
encore d’apprécier, en les réduisant à leur juste valeur, les avantages 
qu’on peut retirer de l’emploi de tel ou tel système de facteurs, par 
conséquent de telle ou telle méthode. Mais, forcés de nous arrêter ici, 
nous renverrons ce que nous aurions à dire sur ce point à un autre 
article. 


531 . 

C. R., T. XXXVn, p. 526 (10 oclobrc i853). 

M. Augustin Cauchy présente à l’Académie des considérations nou¬ 
velles sur les mouvemenls infiniment petits des corps considérés comme 
des systèmes d’atomes, et sur la réfiexion et la réfraction des mouvements 
simples. 

Les résultats auxquels l’auteur est parvenu seront développés dans 
un prochain article. 
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532 . 

Géométrie analytique. — Sur les rayons vecteurs associés et sur les avan¬ 
tages que présente l’emploi de ces rayons vecteurs dans la Physique 
mathématique. 

C. R., T. XXVIII, p. 67 (16 janvier i854). 

La théorie de la lumière, comme la théorie des corps élastiques^ 
présente deux cas distincts, et il peut arriver de deux choses l’une : 
ou la propagation du mouvement s’effectue en tous sens, suivant les 
mêmes lois, et alors le corps transparent devient ce que j’ai nommé 
un isophane, et le corps .élastique ce que j’ai nommé un corps 
isotrope, ou cette condition n’est pas remplie. Ajoutons qu’un corps 
peut être isophane ou isotrope, non autour d’un point, mais seule¬ 
ment autour d’un axe dont la direction est donnée. D’ailleurs on peu( 
étahlir les équations d’équilihre ou de mouvement que présente la 
.Mécanique moléculaire, à l’aide de deux méthodes différentes. Celle 
d(ï ces deux méthodes qui paraît la plus rigoureuse consiste à consi¬ 
dérer les corps comme des systèmes de points matériels sollicités par 
(les forces d’attraction ou do répulsion mutucdlc. Lorsqu’on la suit, 
les formules auxquelles on parvient sont celles que j’ai données dans 
1 (‘. Mémoire du i‘‘‘’ octobre 1827 ('). l/autre méthode opère comme si 
tes corps étaient des masses continues; elle s’appuie sur la notion 
fondamentale de la tension ou pression dans un corps solide. Cette 
pression ou tension, dont il m’a semblé utile d’introduire la considé¬ 
ration dans la Mécanique moléculaire, et dont j’ai indiqué les pro- 
[iriétés principales dans le Mémoire du 3 o septembre 1822, diffère 
de la pression telle qu’on l’envisageait dans l’Hydrostatique, on c(' 
qu’elle est généralement, non plus normale, mais oblique aux faces 
(jui la supportent. Elle n’est pas distincte de la force récemment 
appelée par M. Lamé force élastique. Il suffit d’établir des relations 


( Œuvres de Cauchy , S. II, T. XV. 
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linéaires entre les projections algébriques des pressions ou tension 
supportées en un point donné d’un corps élastique par trois plan; 
rectangulaires, et les six coefficients que renferme la condensatioi 
ou dilatation linéaire, supposée infiniment petite, pour obtenir le; 
équations homogènes que l’on a considérées comme propres à repré 
senter l’équilibre ou le mouvement intérieur des corps élastiques. 

Nous joindrons ici une remarque qui n’est pas sans importance. Li 
mot axes d’élasticité, employé par les auteurs des divers Ouvrages oi 
Mémoires publiés sur la théorie des corps élastiques, n’a pas toujoui" 
été bien défini, et on lui a donné des acceptions diverses. Pour évite 
toute confusion, nous adopterons les définitions que je vais indiquer 

Rapportons les positions des divers points d’un corps à trois axe; 
rectangulaires des x,y, z. L’un de ces axes, l’axe des x par exemple 
sera un axe d’élasticité, si le système est isotrope autour de cet axe 
ou, ce qui revient au même, si l’on n’altère pas les équations d’équi' 
libre ou de mouvement, en faisant tourner le plan des yz autour de 
l’axe des x. 

D’autre part, le plan des j.:, perpendiculaire à l’axe des x, sera ui 
plan principal d’élasticité si l’on n’altère pas les équations d’équilibre 
ou de mouvement, en changeant le signe de x, ou, ce qui revient ai 
même, en échangeant entre eux le demi-axe des x positives et h 
demi-axe des x négatives. 

Ces définitions étant admises, si chacun des trois plans coordonné' 
est un plan principal d’élasticité, les trois axes coordonnés pourron 
ne pas être des axes d’élasticité. 

Étant données les équations générales d’équilibre ou de mouve 
ment d’un système de points matériels, on peut demander les condi 
lions que doivent remplir, dans ces équations supposées linéaires, le 
coefficients supposés constants pour que le système offre un ou plu 
sieurs plans principaux, ou bien un ou plusieurs axes d’élasticité, e 
par suite les conditions à remplir pour que le système soit isotrop 
autour d’un point quelconque, ou autour d’un axe donné. 

J’ai indiqué dans d’autres Mémoires un moyen facile d’effectue 
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3 recherche. J’ajouterai, aujourd’hui, qu’on peut encore résoudre 
simplement les problèmes de ce genre, en s’appuyant, comme je 
le dire, sur la considération des points associés et des rayons vec- 
f associés. 

3 S positions de deux points mobiles étant rapportées h trois axes 
donnés rectangulaires ou obliques, ces deux points mobiles 
nt nommés points associés lorsque les coordonnées rectilignes 
’un seront des fonctions linéaires et homogènes des coordon- 
i de l’autre. Alors aussi les rayons vecteurs menés de l’origine 
s deux points seront nommés rayons vecteurs associés. 

3s coefficients constants des coordonnées de l’un des points dans 
xpressions des coordonnées de l’autre changeront généralement 
aleurs, non seulement si l’on échange les deux points mobiles 
e eux, mais encore si l’on fait tourner les axes autour de l’ori- 
, ou si l’on échange entre elles deux parties d’un même axe, 
exemple le demi-axe des abscisses positives et le demi-axe des 
isses négatives. Ces changements de valeurs peuvent d’ailleurs 
éduire des formules générales qui servent à la transformation des 
données; mais, sans recourir à ces formules, J’ai reconnu qu’on 
, établir directement plusieurs théorèmes dignes de remarqu( 3 , 
ialement relatifs au cas où les axes coordonnés sont rectangu- 
s. Parmi ces théorèmes je citerai les deux suivants : 

rÉORÈME I. — Si l'on fait tourner autour de l’origine les trois axes 
donnés supposés rectangulaires, la somme des trois coefficients qui 
•teront les coordonnées d’un point mobile, dans les expressions des 
données de même espèce d’un point associé, demeurera invariable. 

lÉORÈME II. — Les trois axes coordonnés étant supposés rectangu- 
s, si l’on fait tourner autour du premier le plan des deux autres, de 
ière qu’il décrive, avec un mouvement de rotation direct, un certain 
é cp, non seulement le coefficient de la coordonnée d’un point mesuré 
é premier axe dans Vexpression de la coordonnée de même espèce 
point associé restera invariable, mais, de plus, les huit antres 
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coefficients qui affecteront les coordonnées du premier point dans la 
expressions des coordonnées du point associé vérifieront quatre condi¬ 
tions très simples en vertu desquelles, de quatre fonctions linéaires, maii 
imaginaires, de ces coordonnées, la première restera invariable, tandü 
que les deux suivantes varieront dans le rapport de i à (_œ, et la dernière 
dans le rapport de i à i_2ç. 

Si, pour plus de commodité, on nomme x, y, z les coordonnées 
d’un premier point, x, y, z les coordonnées du point associé, et 

{s., as), (x,j), (x, c) 

les coefficients de x, y, z dans l’expression de x; si, d’ailleurs, 
dans les trois symboles qui précèdent, on l’emplace x par y ou 
par Z, quand les coefficients sont pris dans l’expression de y ou 
de Z, les quatre fonctions linéaires mentionnées dans le second 
tliôoremc seront 

(y>j)-+- (iî,-) —i[(.v, i:)— (z, >•)], 

(x,j)-t-i(x, x;), (y, Æ-) + i(z, x), 

(y.y)- (z, =)-)-i[(y, =)-T- (z,7)], 

(|uand l’axe de rotation sera l’axe des x. Alors aussi la première d( 
ces fonctions devant rester invariable, sa partie réelle (y,y) H- ('t,f 
devra être invariable elle-même ainsi que la différence (y, z) — (z,y) 
(M, comme (x,x) devra encore rester invariable, on pourra en dirt 
autant de la somme 

(X, .«l-i-Cy.rl-y (z, = ). 

Il y a plus : cette dernière somme devra rester encore invariable 
si l’on fait tourner successivement autour de chaque axe le plan de; 
deux autres, et par suite si l’on fait tourner les trois axes d’um 
manière quelconque autour de l’origine. Donc le premier théorènn 
est une conséquence du second. 

D’ailleurs, le second théorème se déduit très aisément de cetb 
seule remarque, que, dans le cas où l’on fait tourner autour de l’axi 
des X le point dont les coordonnées sont x,y, z, la distance de l’ori 
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gine à cc point projeté sur le plan des y- est l'eprésontée, en gran¬ 
deur et en direction : avant la rotation, par la quantité géomé¬ 

trique j'-f--i ; 2“ après la rotation, par le produit de cette quantité 
géométrique et du facteur 

r_ç=:e-9', 

O étant l’angle décrit avec un mouvement de rotation direct par !(> 
plan des yz. 

Concevons maintenant que l’on construise une sphère qui ait pour 
centre un point donné d’un corps homogène, et que l’on détermine 
en grandeur comme en direction la pression supportée au point dont 
il s’agit par une petite face perpendiculaire à un rayon do la sphère. 
Ce rayon, que nous supposerons infiniment petit, venant à changer 
de direction, la pression variera elle-même, conformément au théo¬ 
rème que j’ai donné en 1.822; et pour énoncer ce théorème, il suffira 
de dire que, le rayon de la sphère venant à se mouvoir, la pression 
sera représentée par un rayon vecteur associé. 

Il y a plus : le même théorème continuera de subsister si, à la pres¬ 
sion supportée par une face perpendiculaire au rayon do la sphère, on 
substitue le déplacement apparent de l’extrémité de cc même rayon 
dans une déformation infiniment petite du corps solide, mesurée par 
un observateur placé au centre de la sphère. Donc cc déplacement 
pourra encore être représenté par un rayon vecteur associé au rayon 
de la sphère. 

Enfin, comme deux rayons vecteurs associés à un troisième sont 
nécessairement associés entre eux, il est clair que la pression ou ten¬ 
sion, et le déplacement apparent dont il s’agit, seront encore deux 
quantités représentées par deux rayons vecteurs associés. 

De cette seule considération, jointe au second des deux théorèmes 
généraux énoncés ci-dessus, on déduit immédiatement, et avec la 
plus grande facilité, les équations qui expinment les projections algé¬ 
briques des pressions ou tensions en fonctions linéaires des projec¬ 
tions algébriques des déplacements apparents dans un corps isotrope 
autour d’un axe donné. 
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Lorsque les conditions d’isotropie sont renaplies par rapport à deux 
axes rectangulaires, elles le sont encore par rapport à un troisième 
axe perpendiculaire aux deux autres, et alors on retrouve les condi¬ 
tions d’isotropie du corps autour d’un point quelconque, telles qu’on 
les obtient en faisant usage ou de la méthode que j’ai donnée en 1829, 
ou de celles qui ont été proposées plus tard par moi-même, ou par 
d’autres géomètres. 

.le remarquerai, en finissant, que la théorie des points associés peut 
être employée avec succès dans un grand nombre de problèmes de 
Physique mathématique. Ainsi, par exemple, dans un cristal à un axe 
optique, les rayons vecteurs menés à des points correspondants de la 
surface de l’onde et de la surface caractéristique sont des rayons 
vecteurs associés. 


533. 

C. R., T. xxxvni, p. 238 (6 février i854). 

M. Cauchy présente à l’Académie des Recherches nouvelles sur la tor¬ 
sion des prismes. 

L’auteur se propose de développer, dans une prochaine séance, les 
résultats auxquels il a été conduit. 


534. 

Mécanique analytique. — Sur la torsion des prismes. 

C. R-, T. XXXVIII, p. 326 (20 février i854). 

La torsion des prismes ou cylindres à base rectangulaire, ou même 
à base quelconque, le changement de forme des prismes tordus et la 
détermination des points de leur surface où la rupture est le plus à 
craindre, sont, dans la théorie des corps élastiques, des questions 
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capitales, dont la solution intéresse au plus haut degré les ingé¬ 
nieurs, les constructeurs, et généralement tous ceux qui veulent 
déduire de cette théorie des résultats utiles pour la pratique. Je me 
suis déjà occupé, dans le quatrième Volume des Exercices de Mathé¬ 
matiques ('), de la torsion des prismes à base rectangulaire. Mais les 
résultats que j’ai obtenus, en négligeant certains termes des séries 
introduites dans le calcul, ne peuvent être considérés que comme 
approximatifs, et subsistant sous certaines conditions. M. de Saint- 
Venant, ayant reporté son attention sur cet objet, est parvenu, dans 
un Mémoire approuvé par l’Académie, à des foi’mules dignes d(* 
remarque. 11 suit de ces formules que, contrairement à l’opinion 
admise jusqu’à ce jour, le danger de rupture est le plus grand, non 
pas dans les points de la surface les plus éloignés de l’axe de tor¬ 
sion, mais dans les points les plus rapprochés de cet axe. L’analyse 
do M. de Saint-Venant met cette conclusion en évidence, pour des 
prismes ou cylindres de diverses formes, spécialement pour ceux 
dont les bases sont rectangulaires ou clliptiqiuis; et elle l’explique 
en faisant voir que ces bases, loin de rester planes, sont gauchies 
par la torsion. Grâce à ce gauchissement, les arêtes d’un prisme ou 
d’un cylindre droit, transformées en hélices par la torsion, peuvent 
rester à très peu près normales aux élém('nts des bases. D’ailleurs 
leur inclinaison sur ces éléments, par conséquent le danger d(i rup¬ 
ture, est généralement plus faible pour les arêtes éloignées de l’axe 
de torsion que pour les arêtes rapprochées de cet axe, attendu que, 
dans un prisme ou dans un cylindre droit, les parties saillantes et 
proéminentes sont, par cola même, plus indépendantes du reste de la 
masse, et plus libres d’obéir séparément, sans se déformer, à l’action 
des pressions extérieures. 

Une lecture attentive du beau travail de M. de Saint-Venant m’a 
conduit à faire, sur la torsion dos prismes ou cylindres droits, des 
réflexions nouvelles qui ne sont pas sans importance. M. de Saint- 


( *) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IX. 
OFalwcs de C. — S. I, t. XII. 
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Venant s’est borné à considérer le cas où l’angle de torsion G, relatif 
à l’unité de longueur mesurée sur l’axe de torsion, est une quan¬ 
tité constante. Or on peut démontrer que l’équation indéfinie, dans 
laquelle l’inconnue est un très petit déplacement parallèle à cet axe, 
ne changera pas de forme et coïncidera encore avec celle qui repré¬ 
sente l’équilibre des températures dans un prisme ou cylindre droit, 
si, l’axe de torsion étant un axe d’élasticité, l’angle de torsion, sup¬ 
posé très petit, devient fonction de la distance à l’axe. De plus, on 
peut déduire immédiatement du calcul des résidus, non seulement 
les foi’mules remarquables trouvées par M. de Saint-Venant pour la 
torsion d’un prisme à base rectangulaire, mais encore des formules 
analogues relatives au cas où l’angle de torsion 9 varierait avec la 
distance à l’axe du prisme et serait représenté par une fonction 
entière du carré de cette distance. 


Analyse. 

§ 1 . — Préliminaires. 

Considérons un corps élastique homogène dont les molécules 
s’écartent très peu des positions qu’elles occuperaient si les pres¬ 
sions extérieures et intérieures se réduisaient à zéro. Nommons x, 
y, Z les coordonnées primitives d’une molécule m rapportées à trois 
axes rectangulaires. Soient i, v], ï, les déplacements très petits de 
cette molécule, produits par des pressions extérieures, et mesurés 
parallèlement aux axes. Enfin soient 


/'x, Py, Pz 

les pressions ou tensions exercées au point {x,y, z), du côté des 
coordonnées positives, contre trois plans perpendiculaires aux axes 
des X, y, z, et représentons par 


ou par 
ou par 


pxxf 

pxyt 

Pxzy 

Pyxi 

Pyyy 

Pyzy 

Pzx^ 

P^yy 

Pzz 
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les projections algébriques de la force ou ou p~ sur les axes 
des X, y et On aura, comme nous l’avons montré dans les Exercices 
rnalhémaiiques, 

(0 Py'~ P~y Pzx~ Pxy— pyxt 

et les équations d’équilibre du corps élastique seront 

1 ^xPxx-^ ^y Pxy+^z Pxz~ C>, 

(fl) I \) Pyjl-\- ïiy Pyy Y). Py.— O, 

De plus, si les déplacements rj, ^ sont infiniment petits, les six pres¬ 
sions 

Pxx'i Pyyf Pzzj 
Pyz^ Pzx9 Pxy 

se réduiront à des fonctions linéaires dos diverses dérivées des dépla¬ 
cements 

-n, ç 

dilïérentiés par rapport à x, y, Donc elles se réduiront, si les 
ü'.rmes qui renferment les dérivées des ordres supérieurs peuvent 
ètr<'. négligés, vis-à-vis de ceux qui renferment les dérivées du pre¬ 
mier ordre, à des fonctions linéaires des neuf quantités 


l>xl. 


D-X 

Rar rj, 

Dyï], 

Dz-a, 

DxÇ, 

F) r 

JL/y 

DzÇ. 


D’autre part, si l’on nomme p la pression ou tension exercée au 
])oint (x,y,z) contre un plan perpendiculaire à la droite qui forme 
avec les axes des x, y, z des angles dont les cosinus sont a, h, c, et o 
l’angle formé par la direction de la force p avec celle de la droite, on 
aura 

( 3 ) p 0.01,0 =za^-p^^+ b^pyy+.c^-p:!,-+9.bcpy.+ '2.cap-^-+-2abpxy. 

Enfin, si l’on désigne par r la distance primitive de la molécules à 
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une molécule très voisine, située sur la droite dont il s’agit, et par 
7‘(j H- s) ce que devient cette distance après le déplacement des molé¬ 
cules, £ sera ce que j’ai nommé la dilatation ou condensation linéaire 
mesurée suivant la nouvelle direction de cette droite, et Ton aura, 
en supposant ?, yj, ‘C infiniment petits, 

(4) £ ™ ^?D;;) (^ci^ ■+■ b'f] -j- cÇ) 

ou, ce qui revient au même, 

(5 ) £ ~ ^ 

les valeurs de étant 

(6) i ^XX~^Xli> Syy—Dyf], £--■=; Dy^, 

I 2 Ey~ ïty Ç -i~ D-'O J 2 £-^ ^ n “H t)y î 

en sorte que ^zz représenteront les dilatations ou condensa¬ 

tions suivant les axes des x, y et s. Cela posé, si les pressions ou ten¬ 
sions au point (x,y,z) dépendent uniquement des diverses dilata¬ 
tions ou condensations mesurées suivant les diverses directions des 
droites qui passent par ce même point, les six pressions 


(7) 


Pxæy Pyyf Pzzi 
Pyzi Pzxj Pxy 


devront sc réduire, ainsi qu’on l’admet ordinairement, à des fonc¬ 
tions linéaires des six quantités 


.^ ^yyj ^zzj 

(^) j 

f Sy-, ^ cx > ^xy 

Si le plan des ys, perpendiculaire à l’axe des x, est un plan prin¬ 
cipal d’élasticité, alors, a; venant à changer de signe, les quantités (7) 
et (8) conserveront, aux signes près, les mêmes valeurs; seulement, 
parmi ces quantités, quatre changeront de signe, savoir : 


Pzxy Pxy et £ zxf ^xy 
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Pareillement, si le plan desj^, perpendiculaire à l’axe desj, est un 
plan principal d’élasticité, alors parmi les quantités (7), (8), quatre 
seulement changent de signe, savoir : 

Pxyf Pyz ^yz* 

Par suite, si les plans des yz et des zx sont des plans principaux 
d’élasticité, chacune des pressions 

Pxxy Pyy^ Pzz 

devra se réduire à une fonction linéaire des quantités 


^yyy ^zz9 

et les trois pressions ’ 

Pyz9 pzxy Pxy 


deviendront respectivement proportionnelles aux trois quantités 


On aura donc alors 

(9) 


et 


^yzi ^zxf ^xy 


P.rx — "f" t’ ■+" 

Pyy ~ ^xx "t” t £yy + î>^ Ezz, 
Pzz~c' ixx H- ï"" «rr -+- c £33 


(10) />y.— aîrSy-, P:^y—2ÎEy.y, 

les co<!lïicients 0, 1 », f ; ï», e, f; V, c', f'; ï»", c", f" étant des quantités 
constantes. Alors aussi le plan des xy, perpendiculaire à l’axe dos z, 
sera encore un plan principal d’élasticité. 

Si l’axe des x est un axe d’élasticité, alors, en échangeant l’un 
contre l’autre les axes des y et on n’altérera point les valeurs 
de Pj-j. ni de mais on transformera pyy, p^y en p,^, p^^, et réci¬ 
proquement. Donc alors on aura 




f"= c'. 
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et les formules (y), (lo) donneront 

I Pxx-~ (^yy ^sz)> 

(11) < /Jyy — b Byy-i-b'e-:, 

l Pzz = f'Sxx-H !>' £.ry H- h Szz, 

(12) Py-zz: 2ÎÏ£^j^, Pzx-- Pxy — 

Cela posé, les équations (2), jointes aux formules (6), (ii), (i 
donneront 

i [“DJh- c(Dj.-h D!)]^-h (c + c") Da,(Dy Tfi H-D;Ç) = 0 , 

(13) ( [cD^-f* t Dy- 4 - &D| Jv] ~i“ (îi H- &^) Dy DjÇ H— (c -i- f^) DxDy^ o, 

( [cD^,-4-îi Dj.+ bDI ]Ç +(r H-r')D.Dx| -H (ÎH-îi')Oy IL n = o. 

I IT. — Torsion des prismes ou cylindres droits. 

» 

Supposons que, dans un plan perpendiculaire à l’axe des x, 
mène de cet axe une droite au point (^x,y,z'). Soient r la longu 
de cette droite, et p l’angle qu’elle forme avec le plan des xy. I 
pourra être représentée en grandeur et en direction par la quan 
géométrique 

(') y-^sx — r,,. 

Si le point (a?, J, i:;) appartient à un prisme ou cylindre droit auq 
on imprime un mouvement de torsion autour de l’axe des x, ak 
en nommant ca l’angle de torsion, et y], ‘C les accroissements s 
posés infiniment petits des coordonnées x, y, z, on aura 

( 2 ) y-hr)-l-(s-(-Ç)i — /'p_c7. 

Si, d’ailleurs, le point {x,y,z) venant à se déplacer sur une dri 
parallèle à l’axe des a?, la variation de ra est proportionnelle à la va 
tion de x, en sorte qu’on ait 

D^ro = 6, . 

ô étant indépendant de x; alors de l’équation (2) dilférentiée 
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rapport k x, et jointe à la formule 


on tirera 


+ Çi) i0/V-ra, 


OU à très peu près, en supposant ro très petit, 

. I)x('0 H-Çi) =—i<5e,, = —0( j-i-3i)i; 

puis on en conclura 

(3) l)^r,=.0=, D,.Çr=-0y. 

relies sont les équations qui caractérisent un mouvement de torsion 
infiniment petit d’un prisme ou d’un cylindre autour de l’axe des ir. 
D’ailleurs, on tire de ces équations, on supposant 0 indépendant de j 
et i:, 

( 4 ) :::: O, J),, IKÇ rr O, 

(5) l)^.(l).,rj + D,Ç)=o, 

et alors, si la dilatation 1)^;^, mesurée suivant l’axe des x, est indé- 
pciudante de x, ou, ce qui revient au même, si l’on suppose 

(()) 1)1|“0, 

la première des équations (i 3 ) du § I donnera, comme l’a observé 
M. de Saint-Venant, 

(7) ■ = 

Mais il est clair que, pour arriver à l’équation (7), il n’est pas absolu¬ 
ment nécessaire do supposer 0 indépendant de j et i;; il suffit que 
l’équation ( 5 ) puisse être jointe à l’équation (6). Or, si 0 devient 
fonction de r, la formule 

J)j,r_DzC 

"y ~ 

IVi — Df- 

f ~~ jf’ 


entraînera la suivante 


iw COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

et des formules (3) différentiées, la première par rapport a y, la 
seconde par rapport à -, on déduira encore la formule ( 5 ). Donc 
alors aussi l'é(}uation indéfinie a lacjuellc satisfera 1 inconnue ç, sera 
encore l’équation (7). 

Il reste à montrer comment, à l’aide du Calcul des résidus, on 
pourra obtenir immédiatement l’intégrale donnée par M. de Saint- 
Venant, et l’intégrale du même genre relative au cas où 0 est fac¬ 
teur de r-, c’est ce que je me propose d’expliquer dans un prochain 
article. 


535. 

Calcui. iNTÉGiiAT.. — BappoH SUT uu Mémoire de'h\. Maiue, 
relatif aux périodes des intégrales. 

C. K., T. X.NXVIII, p. Sar (8 mai i85'î)- 

L’Académie nous a chargés, M. Sturm et moi, d’examiner un Mé¬ 
moire de M. Marie, relatif aux périodes des intégrales sinqiles et 
doubles. Les intégrales simples considérées par l’auteur sont colles 
qui peuvent être présentées sous la forme 

J y d.<i, 

s désignant un arc de courbe, et x, y des fonctions réelles ou imagi¬ 
naires de A, liées entre elles par une équation caractéristique, algé¬ 
brique ou transcendante, 

(') l{x,y)=: 0 . 

Considérons spécialement le cas où l’équation caractéristique est 
algébrique et de forme réelle; alors, pour chaque valeur réelle de x, 
l’équation (i), résolue par rapport à y, fournira une ou plusieurs 
valeurs réelles ou imaginaires, par conséquent de la forme 


ou de la forme 


f 


U 


J ~ P -4- 1, 
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U, ç, w étant des fonctions réelles de x. Cela posé, concevons que, la 
variable x représentant une abscisse, on construise : i° la courbe 
dont l’ordonnée serait représentée par la fonction u; 2® la courbe dont 
l’ordonnée serait représentée par la somme v -\-w, les axes coordonnés 
étant ou rectangulaires ou obliques. Ces deux courbes seront celles 
que M. Blarie nomme la courbe réelle et la conjuguée de la courbe 
réelle. Si, avant de résoudre l’équation (1), on opère une transfor¬ 
mation de coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l’axe 
des7, on substituera ainsi aux variables a:,7 deux nouvelles variables 
,7, 7,^, qui offriront toutes deux, pour une valeur réelle de x et pour 
une valeur imaginaire de 7, des valeurs correspondantes imaginaires 
dans lesquelles le rapport entre les coefficients de i sera constant, 
lléciproquemcnt, si l’on attribue à a?, une valeur réelle, et à 7, une 
valeur imaginaire qui satisfasse avec æ, à l’équation caractéristique 
transformée, les valeurs correspondantes de a;, 7 seront généralement 
imaginaires; mais le rapport entre le cocllicient de i dans ces diverses 
valeurs sera constant. De cette observation il résulte qu'à une même 
c.ourbe réelle, représentée par l’équation (i), correspondent, en 
nombre infini, des courbes conjuguées dont chacune a pour coordon¬ 
nées variables des valeurs réelles de a;,7 que l’on obtient, en rempla¬ 
çant i par I, dans des valeurs imaginaires de x, y assujetties à la 
double condition do vérifier l’équation (i), et d’offrir pour coeffi¬ 
cients de i des quantités dont le rapport demeure constant. 

Les courbes conjuguées, définies comme on vient de le dire, 
jouissent de propriétés remarquables, qui sont exposées et démon¬ 
trées dans le Mémoire de M. Marie. Citons-en quelques-unes. 

Chacune des courbes conjuguées est généralement tangente à la 
courbe réelle aux points où elle la rencontre; par suite, la courbe 
réelle est une enveloppe des diverses conjuguées. 

Si une des conjuguées présente un anneau fermé, si d’ailleurs on 
nomme S l’aire comprise dans cet anneau, et s l’arc décrit sur le péri¬ 
mètre de cet anneau par un point qui se meut avec un mouvement de 
rotation direct autour de l’aire S, le produit de cette aire par i sera 

19 
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généralement la valeur de l’intégrale 



æ ds, 


c étant le périmètre entier de l’aire S, ou ce qu’on peut nommer la 
période imaginaire de l’intégrale 

^y Dsü? ds. 

Si l’on fait varier, par degrés insensibles, la forme d’un anneau 
fermé, appartenant à une courbe conjuguée, en faisant varier l’incli¬ 
naison de l’axe des y, l’aire 5 comprise dans cet anneau restera ordi¬ 
nairement invariable. Cette dernière proposition, dont la démonstra¬ 
tion se déduit d’un théorème donné par l’un de nous et relatif aux 
intégrales curvilignes, suppose toutefois que, l’axe des y venant à 
changer de direction par degrés insensibles, la valeur de y tirée de 
l’équation (i) n’atteint pas une valeur pour laquelle la dérivée de 
f(a;, y) relative à j s’évanouisse avec f(x,y). 

Dans la dernière partie de son Mémoire, M. Marie considère non 
plus une fonction de j de a? déterminée par la fonction (i), mais une 
fonction z de deux variables x, y, détei'minée par une équaiio/i carac- 
lérislique de la forme 

y,z) = o. 


A des valeurs réelles derr, j correspondent, en vertu de cette équa¬ 
tion, des valeurs de z réelles ou imaginaires, par conséquent de la 
forme 

Z 


ou de la forme 




a, V, w étant des fonctions réelles de x, y, z. Cela posé, concevons 
que les variables x, y représentant deux coordonnées réelles, on 
construise : i“ la surface courbe dont l’ordonnée serait représentée 
par la fonction u-, 2® la surface courbe dont l’ordonnée serait repré¬ 
sentée par la somme p -+- m, les axes coordonnés étant ou rectangu- 
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laires ou obliques. Gcs deux surfaces seront celles que M. Marie 
nomme la surface réelle et la conjuguée de la surface réelle. Si, avant de 
résoudre l’équation caractéristique, on opère une transformation de 
coordonnées, en assignant une direction nouvelle à l’axe des on 
substituera ainsi aux variables x, y, z trois nouvelles variables 
r,, -, qui offriront toutes trois, pour des valeurs réelles de x, y et 
pour une valeur imaginaire de s, des valeurs correspondantes ima¬ 
ginaires, dans lesquelles les rapports entre les coefficients de i seront 
constants. Réciproquement, si l’on attribue à a?,, 7, des valeurs réelles, 
et à s, une valeur imaginaire qui satisfasse, avec y^, à l’équation 
caractéristique transformée, les valeurs correspondantes de x, y, z 
seront généralement imaginaires, mais les rapports entre les coeffi¬ 
cients de i dans ces dernières valeurs seront constants. De cotte 
observation il résulte qu’à une même surface réelle correspondent, en 
nombre infini, des surfaces conjuguées, dont chacune a pour coordon¬ 
nées variables des valeurs réelles de x,y, z que l’on obtient en rem¬ 
plaçant i par I, dans des valeurs imaginaires de x, y, z assujetties à 
la double condition de vérifier l’équation caractéristique et d’offrir 
pour coefficients de i des quantités dont les rapports demeurent con¬ 
stants. 

Les surfaces conjuguées, définies comme on vient de le dire, 
jouissent de propriétés remarquables, analogues à celles des courbes 
conjuguées. Ainsi, en particulier, comme l’observe M. Marie, lors¬ 
qu’une surface conjuguée est fermée et limitée en tous sens, le 
volume V compris dans cette surface et représenté par une intégrale 
double l'este généralement invariable, tandis que l’on fait varier par 
degrés insensibles, ou entre des limites quelconques, ou du moins 
entre certaines limites, l’inclinaison de l’axe des s sur l’axe des x ou 
sur l’axe des y. D’ailleurs, le produit de ce volume V par i est ce 
qu’on peut nommer la période imaginaire d’une certaine intégrale 
double. 

En résumé, les Commissaires jugent que le Mémoire de M. Marie 
présente, sur les périodes des intégrales simples et doubles, des 
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recherches intéressantes qui ont conduit l’auteur à des résultats nou¬ 
veaux, et qu’en conséquence ce Mémoire mérite d’être approuvé par 
l’Académie. 


536. 

Axalyse jiathématique. — Sur la transformation des fonctions implicites 
en moyennes isotropiques, et sur leurs développements en séries trigb - 
nométriques. 

C. R., T. XXXVIII, p. 910 (22 mai i85.{ )• 

J’appelle série trigonométnque une série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières, ascendantes et descendantes d’une exponentielle 
trigonométrique. Dans le développement d’une fonction implicite en 
une série de cette espèce, le coefficient d’une puissance entière d(‘ 
l’exponentielle peut être souvent exprimé par une intégrale définie, 
dans laquelle on trouve, sous le signe J, une fonction non plus im¬ 
plicite, mais explicite, d’une autre exponentielle trigonométrique, ou 
même par la moyenne isotropique entre les diverses valeurs d’une 
fonction qui dépend de l’argument d’une variable substituée à la nou¬ 
velle exponentielle, mais douée d’un module inférieur ou supérieur à 
l’unité. J’indique dans le présent Mémoire un moyen très simple, 
d’obtenir le développement dont il s’agit, en le déduisant de la trans¬ 
formation de la fonction implicite donnée en une moyenne isotro¬ 
pique de même nature que celles qui expriment les divers coeffi¬ 
cients. Cette transformation permet d’ailleurs non seulement de 
déterminer sans peine les deux modules de la série qui représente le 
développement, mais encore de réduire, dans beaucoup de cas, 
chaque coefficient au résidu intégral d’une certaine fonction ration¬ 
nelle. On trouve ainsi, par exemple, avec la plus grande facilité, et 
sous une forme très simple, les divers termes du développement 
d’une fonction rationnelle des sinus et cosinus de l’anomalie excen¬ 
trique d’une planète en une série ordonnée suivant les puissances 
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entières de l’exponentielle trigonométrique qui a pour argument 
l’anomalie moyenne, et les deux modules, ordinairement égaux entre 
eux, de la série qui représente ce même développement. 

Analyse. 

Supposons deux angles ô et tp liés entre eux par une équation algé¬ 
brique ou transcendante, en vertu de laquelle l’angle soit une 
fonction implicite de 0. Si l’on pose 

.ç=:e®*, a —e'i'', 

l’élimination de 0 et ip réduira l’équation donnée à une équation 
caractéristique entre les variables u et s, en vertu de laquelle u sera 
une fonction implicite de s. 

Concevons maintenant que, en vertu de l’équation donnée, et 0 
s(^ réduisent simultanément à un multiple quelconque de la demi-cir¬ 
conférence -it. Soit encore 

une fonction monodromc et monogène de la variable u. Si l’équation 
caractéristiqiH! entre les variables « a pour premier membre une 
fonction monodromc et monogène de chacune de ces variables, ù en¬ 
visagé (iomme fonction de s pourra être généralement transformé en 
um^ moyenne isotropique relative à l’argument moyen de deux va¬ 
riables nouvelles v, w, dont u sera considéré comme représentant 
uiK! valeur particulière, mais dont les modules seront, le premier 
inférieur, le second supérieur à l’unité. D’ailleurs cette moyenne 
isotropique sera généralement développable en une série ordonnée 
suivant les puissances entières ascendantes et descendantes de s, et 
dans le développement ainsi obtenu Iq coefficient ûf, de s" sera lui- 
inêrno une moyenne isotropique que l’on pourra supposer relative à 
l’argument 4* de la moyenne u. Enfin l’on pourra ordmairement déter¬ 
miner avec une grande facilité le coefficient Q à l’aide du Calcul des 
résidus, et les deux modules de la série qui représente le développe¬ 
ment de û à l’aide de l’équation caractéristique. En effet, chacun de 
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ces deux modules sera généralement inverse d’un volume de s, qui 
vérifiera l’équation caractéristique, jointe à cette équation différen- 
tiée par rapport à u. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’équation caractéristique 
entre ^ et m soit de la forme 
(,) s=({u), 

t'(u) étant une fonction monodrome et monogène de u. Nommons 
d’ailleurs ç l’argument commun de deux variables e, w, dont les 
modules soient, le premier inférieur, le second supérieur à l’unité, 
et posons ^ 

(2) F=f(<0, W^î{w). 

Enfin, concevons que, le module de avenant à croître ou à décroître 
à partir de l’unité, on puisse en dire autant du module de u. En dési¬ 
gnant à l’aide de la lettre ou- une moyenne isotropique relative à l’ar¬ 
gument commun tp de v et de w, on aura, pour des modules de e et w 
très voisins de l’unité. 


(3) = 

puis on en conclura 

« = 00 

(4) 42= ^ 42«A 

7Z = — oa 

la valeur de ù étant 

(5) 

et la moyenne isotropique étant relative à l’argument t}/ de la variable u. 
Si d’ailleurs s et¥(u) peuvent être considérées comme des fonctions 
rationnelles de u, composées d’un nombre fini ou même infini de 
termes, l’équation (5) pourra encore s’écrire comme il suit : 


(1) „(it) 


Tt) 1 


F(«) 



( 6 ) 
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Pour montrer une application des formules précédentes, suppo¬ 
sons que l’angle 6 se réduise à l’anomalie moyenne T d’une planète, 
et que l’angle tj/ désigne l’anomalie excentrique liée à l’anomalie 
moyenne par l’équation 

( 7 ) ^ —'£ sini]; = 7', 

dans laquelle e est l’excentricité de l’orbite. Dans ce cas, l’élimina¬ 
tion de 4^ et r entre l’équation (7) et les deux suivantes 

s ~ U — e'i'‘ 


produira l’équation caractéristique 


,Ç 



et l’on aura par suite, dans la formule (3), 

P— (Mi ^ ^ W~wc ^ 

Alors aussi l’équation (/j) donnera 


n rr, 00 



/I r: — 00 


les vabuirs do ü,^ (it de étant déterminées par les formules 



dans lesquelles on pourra supposer 

(10) n( m) = T", 

ou bien 

(11) n(£t) = 


nu enfin 
(12) 


n(££) = 


I 

/isi 



COSlJ; 
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537 . 

Analyse mathématique. — Formules generules pour lu trunsformution 
des fonctions implicites en fonctions explicites. 

C. R., T. xxxvm, p. 945 (29 mai i 854 ). 

La solution d’un grand nombre de problèmes exige la transforma¬ 
tion de fonctions implicites d’une ou de plusieurs variables en fonc¬ 
tions explicites. C’est ainsi que, pour résoudre les problèmes astro¬ 
nomiques, on doit d’abord transformer la fonction perturbatrice en 
une fonction explicite du temps; mais cette opération et les transfor¬ 
mations de même nature, effectuées à l’aide des méthodes connues, 
substituent généralement aux fonctions données des séries compo¬ 
sées d’un nombre infini de termes; et ce n’est qu’avec peine que l’on 
parvient soit à démontrer la convergence de ces séries, soit à déter¬ 
miner leurs modules et les valeurs approchées des termes de rang 
élevé. Or ces démonstrations et ces déterminations deviennent faciles, 
lorsque, en s’appuyant sur les formules générales que j’ai proposées 
en i 83 i (') et en 1846 (f), on commence par transformer les fonc¬ 
tions implicites en intégrales curvilignes étendues aux périmètres 
entiers de certaines courbes fermées. Ces intégrales, une fois obte¬ 
nues, on peut les développer en séries de diverses manières. Il y a 
plus : les courbes fermées auxquelles se rapportent les intégrales 
curvilignes peuvent, au gré du calculateur, s’étendre ou se rétrécir, 
du moins entre certaines limites, ce qui permet d’assigner à ces inté¬ 
grales une infinité de formes diverses. En opérant comme on vient de 
le dire, on pourra transformer, par exemple, une fonction implicite 
en une somme d’intégrales, dont les unes étant circulaires, c’est- 
à-dire étendues aux circonférences de certains cercles, se réduiront 
à des moyennes isotropiques; tandis que les autres, réduites à des 

(') OEuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 

(2) Ibid., S. I, T. X. 
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intégrales singulières du premier ou du second ordre, pourront 
être, dans le premier cas, représentées par des résidus d’une mèm(' 
fonction. 

Concevons, pour fixer les idées, que deux variables v et soient 
représentées par deux fonctions explicites d’une troisième variable u, 
et que ces deux fonctions restent monodromes et monogènes entre des 
limites quelconques. O sera une fonction implicite de la variable e(, 
après avoir transformé cette fonction implicite û, ou une puissance 
({uclconquc de 0, en une fonction explicite de s, représentée par 
une somme d’intégrales définies, on pourra aisément développer cette 
somme en une série ordonnée suivant les puissances entières, ascen¬ 
dantes et descendantes de s. Pour y parvenir, il suflira de développer 
en une progression géométrique ordonnée ou suivant les puissances 
ascendantes, ou suivant les puissances descendantes de s, l’un des 
facteurs renfermés sous le signe J dans chacune des intégrales que 
comprend la somme dont il s’agit; ou bien, sous le signe aiA ou , 
dans les moyennes isotropiques, ou dans les résidus substitués à ces 
intégrales. Chacun des deux modules d’une série ainsi obtenue sera 
généralement inverse du module d’une vah'ur imaginaire de s, j)our 
laquelle l’un des facteurs renfermés sous le signe , ou 3lA, ou ^ 
deviendra infini. D’ailleurs, ces modules étant déterminés, il de¬ 
viendra facile de calculer avec une grande approximation, dans b' 
développement de chaque intégrale, le coelficient d’une puissanctï 
très élevée de s ou de et, pour elTcctuer ce calcul, il suffira de 

recourir aux considérations dont j’ai fait usage dans mes Mémoires 
sur les approximations des fonctions de très grands nombres. 

Dans un prochain article, j’appliquerai spécialement les formules 
générales ici établies à la solution des problèmes astronomiques, et 
j’obtiendrai ainsi de nouvelles méthodes très expéditives propres à 
foui’nir, par exemple, le module et l’argument do la grande inégalité 
découverte par M. Le Verrier dans le moyen mouvement de la planète 
Pallas. 


OEui^res de C ,— S. I, t, Xlï. 
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Analyse. 

SoieiU s ('(, U deux quantités géométriques qui soient considérées 
comme les afïîxes de deux points situés dans un certain plan. Soient 
encore 

t7 = f(f«) et !!(«) 

deux fonctions de u, qui restent monodromes, monogènes et finies, 
dans le voisinage d’un point P dont l’aflBxe u est déterminée par 
l’équation 

(I) U-S=ro, 

et même dans l’intérieur d’une courbe fermée, servant de contour à 
une certaine aire S qui renferme le point P. On aura, en supposant 
le résidu qu’indique le signe relatif au seul point P compris dans 
l’aire S, 



pourvu que, dans le second membre de la formule, on réduise la 
valeur de u à celle qui représente l’aflixc du point P; et, si l’on vent 
que ce second membre soit une certaine fonction 

(3) = 

de cette même atlîxc, qui reste monodrome, monogène et finie dans 
le voisinage du point P, il suffira de prendre 

n(«) = F(«)Daf^- 

Sous cette condition, l’équation (2) donnera 

( 4 ) “ = »'•»),; 

Soit maintenant en l’arc décrit à partir d’une origine fixe sur le 
contour entier de l’aire S, par un point qui se meut en tournant 
autour de cette aire avec un mouvement de rotation direct; nom” 
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mons c le contour entier de cette aire, et posons, pour abréger, 

(5) 

On aura, en regardant, sous le signe J, u comme fonction de co, 

( 6 ) 

Donc la formule ( 4 ) entraînera la suivante : 

(7) 2 = jAjr"|^n„u&.. 

Chacune de ces équations ( 4 ), (7) transforme immédiatement, (ui 
fonction explicite de la variable s, la fonction implicih* de .v, déter¬ 
minée par le système des équations (i) et (3). 

Si, en nommant ,f(«) une fonction de u qui reste inonodrome, 
monogene et finie dans le voisinage du contour de l’aire S, on pose 
généralement 

( 8 ) = 

ou, en d’autres termes, si l’on désigne, à l’aide de la notation (S), 
l’intégrale curviligne 

(9) 

étendue au contour entier de l’aire S, la formule (7) donneu-a sim¬ 
plement 

(10) i 2 = (S), 

la fonction #(«) étant déterminée par l’équation ( 5 ). 

Si le contour de l’aire S se réduisait à un cercle dont le rayon fût r, 
alors, en posant 





on aurait 


// 


rJ.if — i // rlAj, 



156 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


(T l’intégrale (9) serait réduite à 

I r’’" - I - 

—■ / uSiu)d'\i — — I k) r=; 31L'[ w ÎF ( «)], 

la moyenne isotropique indiquée par le signe 311 étant relative à l’ar¬ 
gument de U. Donc alors l’équation (7) donnerait 

Considérons maintenant deux courbes fermées dont l’une enve¬ 
loppe l’autre, le point P étant situé entre elles. Soient d’ailleurs A 
l’aire comprise dans la courbe enveloppée, B Paire comprise dans la 
courbe enveloppante, etc, vu les affixes variables des points situés sur 
ces deux courbes; enfin, partageons Paire B —A comprise entre les 
deux courbes en éléments finis S, S,, S„, ..., dont l’un soit précisé¬ 
ment Paire S, et supposons que la fonction §{u) demeure mono- 
dromc, monogène et finie dans le voisinage des points situés sur les 
deux courbes et sur les contours des éléments S, S,, S„,-Tïn dési¬ 

gnant, à l’aide des notations 

(A), (B), (S,), (SJ, 

les valeurs qu’acquiert l’intégrale (S) quand on substitue à Paire S 
les aires 

A, B, S,, S„, ..., 

on aura 

(B) — (A)-H(S)-t-(S,)-4-(S„ )■+•..., 

par conséquent 

( 12 ) (S) = (B)-(A)-(S,)-(S„)-.... 

Si la fonction #(«) reste monodrome, monogène et finie en chaque 
point de chacune des aires 

S„ S,„ 

les intégrales curvilignes 


(S,). (S„), 
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s’évanouiront, et la formule (12) donnera simplement 


(i3) 


(S) = (B)-(A). 


Si d’ailleurs les aires A, B se réduisent à deux cercles dont les rayons 
soient r, R, alors, les contours de ces deux aires étant deux circonfé¬ 
rences de cercle, les affixes e, w de deux points de ces circonférences 
situés sur un même rayon vecteur, par conséquent de deux points 
correspondants au même argument ou angle polaire ç, seront de la 
forme 

— w—Re^', 


et l’on aura 

(A) = (B) 


en sorte que la formule (i 3 ) donnera 

(i4) (S)rr3rt[(.p3'‘(<p)]-3nL.[r.f ((.)]. 


Observons maintenant que la valeur de l’intégrale (S) restera inva¬ 
riable, si la courbe fermée qui lui sert do contour varie et change de 
forme par degrés insensibles, sans que la fonction .f(u) cesse d’être 
monodrome, monogène et finie en chaque point de cette courbe. La 
même remarque est applicable à chacune des intégrales 

(S,h (S„h 

Gela posé, concevons que la fonction i{u) reste généralement 
monodrome, monogène et finie en chaque point de chacune des 
aires S,, S,,, ... et ne cesse de l’être que pour certains points sin¬ 
guliers, séparés les uns des autres, ou pour les points situés sur 
certaines lignes singulières. Supposons encore les aires finies 

S,, S„, ..., 

qui représentent les éléments finis de l’aire 

B - A - S, 

choisis de manière que chacune d’elles renferme ou un seul point 
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singulier ou une seule ligne singulière. On pourra, sans altérer les 
valeurs des intégrales 

(S,), (S„), 


réduire les aires finies 
à des aires 


S,, s„, 

a, b, 


dont chacune offrira une ou deux dimensions infiniment petiles, et 
alors les intégrales 

(S,)» (S„), ... 

se trouveront réduites aux intégrales 

(a), (b), ..., 

dont chacune sera une intégrale singulière du premier ordre dans le 
premier cas, du second ordre dans le second cas. Alors aussi la for¬ 
mule (ta)donnera 

('5) ■ (S) = (B)-(A)-{a)-(b)-.... 

bi d ailleurs 1 aire B — A — S no renferme pas de lignes singulières, 
mais seulement des points singuliers, les intégrales singulières (a), 
(b), ... seront toutes du premier ordre, et leur somme 

(a)-i-(b)H-... 

se réduira au résidu intégral 

^ (,)' ( W )) , 1 , 

étendu aux diverses valeurs de u, qui, étant racines de l’équation 

représenteront des affixes de points situés dans l’aire B — A — S. 
Dans cette même hypothèse, l’équation 


( 3 ) + ( b ) -I-... 
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réduira la formule (i 5 ) à la suivante : 

(rô) (S) = (B)-(A)-^(#(«))«. 

Revenons maintenant au cas spécial où la fonction ?(«) est déter¬ 
minée par la formule ( 5 ), et supposons les contours des aires A, R 
choisis de manière que Faire B — A comprise entre ces contours ren¬ 
ferme un seul point P dont Faffîxc u vérifie l’équation (i). Alors d<‘ 
l’équation (lo), jointe à la formule (i 5 ), on tirera 

( 17 ) î2:=:(B)-(A)-(a)-(b)-.... 

Cette dernière équation suppose que les deux fonctions 

U—{{u) cl 

restent généralement monodromes, monogènes et finies en chaque 
point de Faire 

B - A - S, 

et ne cessent de l’être que pour quelques-uns de ces points, savoir 
pour certains points singuliers, ou pour ceux qui sont situés sur 
certaines lignes singulières. Si Faire B — A — S ne renferme pas de 
lignes singulières, la formule (17) sera réduite à 

(18) £ 2 = (B)-(A)-^f^f(«)]«, 

le signe s’étendant seulement à des valeurs de u qui représenteront 
les affixes des points renfermés dans Faire B ~ A — S; et, si cette ain* 
ne renferme pas de lignes singulières, ni de points singuliers, on aura 
simplement 

(19) £2 = (B)-(A). 

Enfin, si, dans la dernière hypothèse, les aires A et B sont celles de 
deux cercles qui aient pour centre l’origine des coordonnées, on 
aura, en nommant e, w les affixes de points situés sur les circonfé¬ 
rences de ces deux cercles, 


( 20 ) 
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et comme, en posant, pour abréger, 


on trouvera 


#(r) = D. V, ,f(.^) = D„, JV, 


V-s 

l’équation (20.) donnera 

On sera donc ainsi ramené a l’éqijalion ( 3 ) de la page i 5 o. 


538 . 

Analyse mathématique. Application des formules établies dans 
le précèdent Mémoire à la solution des problèmes astronomiques. 

C. 11., T. XXXVIÏI, p. 052 (29 mai i854). 

Los résultats obtenus dans ce Mémoire seront exposés dans un pro- 
cliain article. 


539 . 

x\nalyse mathématique. — Sur la transformation des variables qui déter¬ 
minent les momements d'une planète ou même d'une comète en 
fonction explicite du temps, et sur le développement de ces fonctions 
en séries convergentes. 

C. R., T. XXXVIII, p. 990 (5 juin i854).^ 

Les formules établies dans le précédent Mémoire transforment des 
fonctions implicites en fonctions explicites représentées par des inté¬ 
grales curvilignes; et, pour développer ces intégrales en séries cou- 
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vergentes ordonnées suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes des variables, il suffit de développer un des facteurs 
compris dans chaque intégrale en progression géométrique. D’ail¬ 
leurs, les courbes auxquelles se rapportent les intégrales curvilignes 
peuvent changer de forme, par conséquent s’étendre ou se rétrécir du 
moins entre certaines limites; et, en choisissant convenablement les 
formes de ces courbes, on peut déterminer avec une grande facilité 
non seulement les deux modules, ordinairement égaux entre eux, de 
chacune des séries obtenues, mais encore des valeurs très approchées 
des termes d’un rang élevé. Parmi les résultats importants auxquels 
on parvient de cette manière, je me bornerai aujourd’hui à citer ceux 
qui sont relatifs à l’Astronomie. 

Comme l’a remarqué M. Le Verrier, les séries qui se présentent au 
calculateur dans la détermination des mouvements d’une planète, 
doivent, pour demeurer convergentes, lorsque l’inclinaison et l’ex¬ 
centricité ne sont pas très petites, s’ordonner non plus suivant les 
puissances entières de ces éléments, mais suivant les sinus et cosinus 
des multiples de l’anomalie moyenne. Alors les séries peuvent encore 
être supposées ordonnées suivant les puissances entici'cs ascendantes 
et descendantes de l’exponentielle trigonométrique s qui a pour argu¬ 
ment cette anomalie moyenne. Or, en s’appuyant sur les formules que 
j’ai données dans le précédent Mémoire, on peut aisément développer 
en une semblable série une fonction rationnelle et même souvent une 
fonction irrationnelle de l’exponentielle trigonométrique u qui a pour 
argument l’anomalie excentrique. Considérons, pour fixer les idées, 
le cas où la fonction développée ù est une fonction entière de u et 

de alors, en égalant la sécante de l’anomalie excenti’ique à l’excen¬ 
tricité, on obtiendra pour cette anomalie une infinité de valeurs ima¬ 
ginaires auxquelles correspondront seulement deux valeurs, toutes 
deux réelles, de la variable s, et la plus petite de ces deux valeurs 
sera précisément la valeur commune des deux modules du dévelop¬ 
pement de ù. De plus, le module du terme sera sensiblement 

31 


ORuvres de C. 


S. r, t. XII. 
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proportionnel, lorsque n sera très grand, à la puissance du 

module divisée par la racine carrée de n. 

Ces conclusions subsistent et permettent d’effectuer aisément les 
calculs, quelle que soit la grandeur de l’excentricité, pourvu qu’elle 
reste sensiblement inférieure à l’unité; elles permettent donc d’éta¬ 
blir encore avec facilité la théorie des petites planètes. Lorsque l’ex¬ 
centricité se réduit à l’unité, le module de chaque série étant lui- 
même l’unité, l’inspection de ce module ne suffit plus à constater 
la convergence de la série. Mais alors, en suivant la méthode ici 
exposée, j’obtiens encore une valeur très approchée du terme dont 
le rang est /z et, en supposant, pour fixer les idées, la fonction Q, 
réduite au sinus de l’anomalie excentrique, je prouve que, pour de 
grandes valeurs de n, le module de ce terme est sensiblement pro¬ 
portionnel à l’unité divisée par n et par la racine cubique do n. 
Ajoutons que, dans la valeur approchée de ce module, l’intégrabî 
eulérienne = se trouve remplacée par une autre inté¬ 
grale eulérienne de même espèce, savoir, par qui se trouve' 

ainsi substituée à la première, quand on passe de la théorie des pla¬ 
nètes à la théorie des comètes. 

Lorsque l’excentricité diffère très peu de l’unité, la méthode exposée' 
est encore applicable et permet do trouver aisément les développe¬ 
ments en séries avec les valeurs très approchées des termes de rang 
élevé. Elle permet donc d’établir directement, dans un grand nombre 
de cas, et sans recourir aux quadratures, la théorie des comètes pério¬ 
diques. Ce résultat paraîtra sans doute digne de quelque attention. 

J’observerai, en finissant, que les calculs se simplifient lorsqu’on 
détermine la position d’un,point situé dans le plan des affîxes, non 
plus à l’aide de l’affixe de ce point, ou, ce qui revient au même, à 
l’aide d’un rayon vecteur et d’un angle polaire, mais à l’aide du loga¬ 
rithme de l’affixe ou, ce qui revient au même, à l’aide de l’angh' 
polaire et du logarithme du rayon vecteur, et lorsqu’on prend pour 
variables indépendantes ces deux dernières quantités. 
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J’observerai aussi que les formules obtenues dans le cas où l’excen- 
Iricité SC l’éduit à l’unité résolvent le problème relatif aux projec¬ 
tions liomolograpliiques de M. Babinct, savoir le problème qui con¬ 
siste à couper la sphère par des plans parallèles à l’équateur et un 
méridien par des droites parallèles à la trace de l’équateur, de telle 
sorte que les zones interceptées sur le méridien soient proportion¬ 
nelles aux zones interceptées sur la surface de la sphère. Soient alors 
X la latitude d’un des points de la sphère situés sur l’un des plans 
sécants, et distance au pôle du point où le méridien est coupé 

par la sécante correspondante à ce plan. Le rapport de la zone sphé¬ 
rique à la surface de la sphère sera 

1 • 1 
- sinA, 

2 

et le rapport de la zone plane, interceptée entre la sécante et la sur¬ 
face du méridien, sera 

1 (J; — sin^ 

2 271 ■ 

Pour que ces deux rapports soient égaux, il faudra que l’on ait 

fl) ■“ 

la valeur de T étant 

7’ = 7r(t — sinA). 

Or la valeur de tirée de l’équation (i), sera 

f = A.1 sin Z'-t- Aj sin2 T-^ A3 sin 3 T’-i- A^ sin4 Z'-f-... 

^ I = AiSinnZ', 

les valeurs de A,, Aa, Aj, A.,, ... étant 

Al niz 0,880 T O, Aj — 0 , 35284 , A 3 0 ,2o6o4, A 4 0 , 1 4o55, . • • , 



en d’autres termes, on aura 
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les valeurs de a,, a^, as, a^, ... étant 

0,88010, 82=0,88910, ■ 33=0,89148, 34—0,89^44, 

et convergeant, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite 


: 0,89461. 


i ^ ( 3 


TT 


v/3 


540 . 

Astronomie. — Sur les services que la spirale logarithmique 
peut rendre à l’Astronomie. 

C. R., T. XXXVni, p. io33 (ta juin i854). 

Lorsque les géomètres grecs se livraient à l’étude spéculative des 
sections coniques, ils ne se doutaient guère qu’un jour Kepler et ses 
successeurs reconnaîtraient l’ellipse et la parabole dans les orbites 
décrites par les planètes et par les comètes. Lorsqu’on passant des 
sections coniques aux courbes transcendantes et des courbes l’tu’- 
mées aux courbes non fermées Jacques Bernoulli découvrait les 
belles propriétés de la spirale logarithmique, il ne se doutait pas 
non plus des services éminents que cette spirale pouvait rendre 
aux astronomes, en facilitant la détermination de ces orbites : tel 
est pourtant le fait étrange que je viens constater aujourd’hui. 

Si, en considérant le mouvement elliptique d’une planète, on 
nomme s et « les exponentielles trigonométriques qui ont pour argu¬ 
ments l’anomalie moyenne et l’anomalie excentrique, une fonction 
entière fl! de « et de ^ pourra toujours être développée en une série 
convergente ordonnée suivant les puissances entières ascendantes et 
descendantes de la variable s. D’ailleurs, comme je l’ai dit, les deux 
modules de cette série, égaux entre eux, se confondront avec la plus 
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petite des deux valeurs qu’acquiert la variable s quand on égale la 
sécante de l’anomalie excentrique à l’excentricité; et le coefficient 
d’une puissance entière de s dans la même série pourra être repré¬ 
senté par une intégrale curviligne relative à une courbe fermée qui 
aura pour affixe la variable u et qui enveloppera de toutes parts, dans 
le plan des affixes, le point pris pour origine. La courbe à laquelle 
correspond la forme généralement attribuée à cette intégrale est celle 
qui se rapporte au module i de l’affîxe u, c’est-à-dire la circonférence 
du cercle qui a pour centre l’origine, autrement appelée pôle et pour 
rayon l’unité. Mais, en nommant y] la plus petite des valeurs qu’ac¬ 
quiert la variable u, quand on égale l’anomalie excentrique à l’excen¬ 
tricité, et en désignant par n un nombre très considérable, on pourra, 
dans la détermination du coefficient qui affecte la puissance du degré 
— rt, ou du degré n, substituer avec avantage à la circonférence dont 

il s’agit celle qui a pour rayon y] ou Alors le coefficient de .v" 

et le coefficient de se trouveront représentés par de nouvelles 
intégrales curvilignes, qui se développeront sans peine en séries très 
convergentes, dont il suffira de calculer quelques termes pour obtenir 
des valeurs très approchées de et de 

Si l’on considère, au lieu d’une planète qui décrive une ellipse, 
une comète qui décrive une parabole, ou bien encore s’il s’agit de 
résoudre le problème relatif aux projections homolograpbiques, le 
module ï] de la série, qui représente le développement de la fonc¬ 
tion O, deviendra équivalent à l’unité. Alors aussi les développe¬ 
ments de et de 0_„ en séries changeront de forme ; et, pour obtenir, 
avec une grande facilité, les nouveaux développements, il conviendra 
de faire correspondre les intégrales curvilignes qui les représente¬ 
ront non plus à doux circonférences de cercles, mais à deux courbes 
formées chacune par la réunion de deux portions de spirales loga¬ 
rithmiques. Concevons, pour fixer les idées, que l’on cherche le coef¬ 
ficient de la puissance de s du degré n. Ce qu’il y aura de mieux à 
faire, ce sera de construire deux spirales logarithmiques qui partent 
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simultanément du point situé sur l’axe polaire à la distance i du pôle, 
en formant avec cet axe un angle égal aux deux tiers d’un angle 
droit et qui s’arrêtent au moment où elles rencontreront pour la 
première fois le prolongement de l’axe polaire. Le système de ces 
deux spirales composera une sorte de courbe fermée en forme de 
cœur, et l’intégrale curviligne correspondante à cette courbe pourra 
être aisément développée en une série qui deviendra très convergente 
pour de très grandes valeurs de n. Ce qui paraîtra, sans doute, digne 
de remarque, c’est que le nouveau développement, réduit à ses deux 
premiers termes, pourra fournir une valeur très approchée du coeffi¬ 
cient Q„, non seulement pour de très grandes valeurs de n, mais 
encore pour des valeurs de n peu considérables; par exemple pour 
« = 2, et même pour n — \. Supposons, en particulier, que l’on 
veuille déterminer le sinus de l’anomalie excentrique d’une comète 
ou bien encore résoudre le problème énoncé dans la séance précé¬ 
dente et relatif aux projections homolographiqucs. Alors les valeurs 
de Ü_„ seront égales aux signes près, et, si l’on réduit le dévelop¬ 
pement du coefficient à ses deux premiers termes, l’erreur com¬ 
mise sur le nombre qui exprimera le module de ce coefficient sera 
d’environ un cent-millième pour n = 4; elle restera inférieure à un 
dix-millième pour /z = 2, et à un quart de millième pour n = i. 

Une spirale logarithmique se change en une circonférence de 
cercle quand le rayon vecteur, mené du pôle à un point de cette 
spirale, la coupe à angle droit. On peut donc dire que, pour faciliter 
dans le développement de O la détermination des coefficients ü,„ 
et ü_„, il convient de représenter ces coefficients par des intégrales 
curvilignes, dont chacune corresponde au système de deux spirales 
logarithmiques, tracées de manière à former, avec l’axe polaire, un 
angle qui se réduit pour les planètes à un angle droit, et pour les 
comètes aux deux tiers d’un droit. 
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541 . 

Analyse mathématique. — Sur la résolution des équations et sur 
le développement de leurs racines en séries convergentes. 

C. R., T. XXXVIII, p. no4 (26 juin i854). 

Les formules que j’ai données, dans les précédentes séances, pour 
la transformation des fonctions implicites en fonctions explicites, 
permettent de résoudre aisément, dans un grand nombre de cas, des 
équations algébriques ou même transcendantes; mais, pour déduire 
de CCS formules tous les résultats qu’elles peuvent fournir, il con¬ 
vient do joindre aux principes déjà établis quelques propositions qui 
paraissent dignes de remarque et que je vais indiquer. 

Concevons, pour fixer les idées, que, X étant, du moins entre cer¬ 
taines limites, une fonction monodrome et monogène de la variable 
on égale cette fonction X à un certain paramètre t. Concevons, d’ail¬ 
leurs, que l’on sache résoudre l’équation ainsi obtenue dans te cas où 
le paramètre t s’évanouit; nommons a une racine simple de cette der¬ 
nière équation, et a la racine correspondante de l’équation donnée. 
IjO module de t venant à croître, a sera développable en une série 
conviîrgcntc, ordonnée suivant les puissances ascendantes de t, tant 
que la racine a ne cessera pas d’être une racine simple pour un argu¬ 
ment quelconque de t. La série trouvée deviendra divergente, à partir 
de l’instant où le paramètre t acquerra un module tel, que, pour ce 
module et pour une valeur convenablement choisie de l’argument 
de t, la racine a cesse d’être simple. Soit 0 le module dont il s’agit. 
Quand le paramètre t offrira un module inférieur à 0 , on pourra déve¬ 
lopper, suivant les puissances entières et ascendantes de t, non seu¬ 
lement la racine a, mais encore toute fonction monodrome, mono¬ 
gène et finie de cette racine, par exemple une puissance entière de a; 
et le module de chaque série sera généralement le ihodule du rap¬ 
port y Si le modulé de t devient supérieur à 0 , on ne pourra plus 
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développer, suivant les puissances ascendantes de t, ni la racine ni 
aucune de celles qui pourront cesser d’être, en même temps qu’elle, 
des racines simples, mais seulement la somme de ces diverses racines 
ou de fonctions semblables de ces racines, par exemple la somme de 
leurs carrés, de leurs cubes, etc.; ce qui permettra, si m est le 
nombre de ces mêmes racines, de faire dépendre leur détermination 
de la résolution d’une équation du degré m. 

Considérons maintenant le cas où, pour une valeur nulle du para¬ 
mètre t, l’équation donnée offre non plus une seule racine, mais 
m racines égales dont la valeur est a. Alors, d’après ce qui vient 
d’être dit, on pourra faire dépendre la détermination de ces racines 
de la résolution d’une équation' du degré m, dont les coefficients 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de t-, mais on peut aller plus loin, et je suis 
en effet parvenu à établir les deux propositions suivantes : 

Dans le cas dont il s’agit, on peut encore, pour des valeurs suffi¬ 
samment petites du module de t, développer chacune des racines qui 
acquièrent la valeur a pour une valeur nulle de t, en une série con¬ 
vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de t-, seule¬ 
ment ces puissances ont pour degrés les divers multiples du rap¬ 
port 

^ m. 


Dans le même cas, si, le module de t venant à croître, on nomme 0 
la valeur qu’acquiert ce module au moment où l’une des racines 
développées peut cesser d’être une racine simple, le développement 
de chaque racine sera représenté par une série qui sera convergente 


jusqu’à ce moment, et qui aura pour module le module de 


D’ailleurs, à l’aide des formules établies dans les précédents Mé¬ 
moires, je détermine sans peine, dans tous les cas, les valeurs appro¬ 
chées des termes qui occupent dans chaque série un rang très élevé. 

Les diverses valeurs de ô, correspondantes aux diverses valeurs 
de a, sont évidemment les modules des valeurs de t correspondantes 
aux valeurs de x, que fournit non plus l’équation donnée, mais la 
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dérivée de cette équation. Par conséquent les divers nombres au} 
quels 6 peut se réduire sont tous connus, quand on sait résoudi 
l’équation dérivée. 

Ajoutons que, au lieu do développer les diverses racines de l’équ 
tion donnée suivant les puissances ascendantes du paramètre t, c 
peut les développer suivant les puissances ascendantes du par 
mètre t — 'z, 'u étant une valeur particulière de /. On peut ain 
obtenir un grand nombre de solutions diverses d’une même équ 
tion. 

Veut-on, par exemple, résoudre le problème aux Cartes homoL 
graphiques de M. Babinct? Alors on pourra déterminer la racine 
de l’équation 

(i) — sin4' = y 

non seulement à l’aide de la formule 

/ sintjj = A] sin T-j- sina T-+- As sin3 T’ -h A. sin4 T’-l- ■ • - 

1 « m 

( î*' ) < n 

I =V^A„sin« 7 ’, 

' ;ï r :0 

les valeurs de A,, A^, A», A^, ... étant 

o, 88 oio..., 0,35284..., 0,20604..., o,i 4 o 55 ..., 

et la valeur de A„ étant sensiblement, pour de grandes valeui’s de i 

. 0 , 89461 ... o,oi5oo 

A„,= - '—I -1—) 

mais encore, à l’aide de la formule 

^ ^ ^ 60 i 4 oo 262000 J7248000 ’ 

la valeur de i étant 

22 , 
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ou, ce qui revient au même, à l’aide de la formule 

n O 

les valeurs de a,, a.j, a.,, a,, a.,, ... étant 

1,81712, 0,1, o,oi 4 t 5 , 0,00260, o,ooo 54 , ..., 

et la valeur de étant sensiblement, pour de très grandes vahuirs 
de n, 

M8o87/j_Y. 

.-î Vair/ . 


On pourrait aussi développer la racine 4 ^ do l’équation (i) suivant b's 
puissances étendues de ir — r ou, ce qui revient au même, dévelofjper 
la racine 4 de l’équation 


( 5 ) ij/ H- sini|; = T 

suivant les puissances ascendantes de T. On trouverait, dans ce der¬ 
nier cas, 

( 6 ) 


2 12 \ 2 y ' 60 V 2; 


0 ,= i +^ I ^ 1 V + ,. „ 

L\ 5 \2 J 


le coefficient de étant sensiblement, pour de très grandes valeurs 
impaires du nombre n. 


1,810245 / 2 Y' 

J U 


nn _ TT 


Si, dans la formule (6), on pose 
elle donnera 

(}/ 22'’47'54"; 

et cette valeur de 4, substituée dans l’équation (5), reproduira effee- 
tivement le nombre 

T^o,78539...= ?. 

4 
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542 . 

Calcul intégral. — Sur une formule de M. Anger et sur d’autres formules 

analogues, 

C. R., T. XXXIX, p. 129 (17 juillet 1864 j. 

J’ai reçu de M. Anger, président de la Société des naturalistes à 
Dantzick, une Lettre où l’auteur dit : 

« Occupé depuis longtemps de l’examen des fonctions que les 
astronomes allemands désignent par 1, savoir de l’intégrale 

f .STC 

COS {hcc — /{ sina) dcc = sttI/J, 


j’ai réussi à en tirer un développement en forme de série, frappant 
par sa simplicité. Je ne sais s’il a été donné ailleurs. Je trouve 


- f cos(Aa — A sinet) — ( H--r:r-^—^ 

sin9./i7r./|j ^ h- —'.3- 


A-‘ 


S-... 


' A A-* 

fd—t (A!-_,)(/i 2 _ 32 ) -■-••• 


Si h est un nombre entier, on obtient comme corollaire le développe¬ 
ment connu et donné par Bessol, 




^ _r, 

. 3 ... /( 



r 

1.2 ( 4 H- I ) ( A -+■ 2 ) 



)) 


Cn examinant attentivement la formule de M. Anger, j’ai reconnu 
qu’idlc était comprise comme cas particulier, avec d’autres du même 
genre, dans quelques formules générales qu’on peut démontrer comme 
il suit. 

On a 


(') 


A" — 


X 


i.2...n 

x(x -hàx ).. .(a; fiAx) 


(- Aa;)”, 
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et l’on en tire : en supposant Aa? = i, 


(2) 


A" - =z (— I )'*- ’ .. • . l' . - . 3 . -; 

æ £c(x-t- i). .. (cc + rt ) 


2" en supposant Aa; = 2, 


( 3 ) A«- 




1.2... /î 


{x — n) [x — n ^ i).. .{X n — i) [x -i- n) 

D’autre part, on peut, de diverses manières, transformer la foi 
tion - en intégrales dont les différences finies se déterminent ai: 

X ° 

ment. On a, par exemple, 

(4) e-‘=^dt. 


et l’on en conclut, en prenant Aa; — i. 


par conséquent 

(5) 

On a encore 

( 6 ) 


A'^-— r (e-‘— 

^ Jo 

_ I r (i-g-o% _ 

i), . .{æ n) ~ J J .2 .. .n 


clt. 


X —r / 

n 


da, 


et l’on en conclut, en prenant Àa7 = 2, 


I i r'’' 

—iUîîrzrj (2isina)''e“^'^/a; 


par conséquent 


(7) 


{x — n) {x — n 1 ),, .{x n — i) {x n] 
(— i sina)^^ ^ 

^0 


i (—i sinot)' 

“i—I / 1.2...Il 


da. 


Soit maintenant f(s) une fonction de s qui reste monodrome, mon 
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gène et finie pour un module de inférieur à c, et désignons par a,,, 
a^, «2, ... les valeurs de f(-), ^"(^)’ • • • > correspondantes à une 

valeur nulle de i;. En nommant /c une constante arbitraire tellement 
choisie, que le module du produit reste inférieur à c, on aura 

(S) ft/fs) = «0+«1 — -I-rt, . 

I 1.2 


Par suite, en supposant le module de ^ inférieur à c, on tirera de la 
formule (5) 




et do la formule (7) 


( 10 ) 


f e**îf(- 

J,) 


\k sina) da ~ Â 


^ ___ J 


la vahuir de X étant 

, , ï k k- 

(11) -/'i. —— f7 0 — H"” et 1 -—;- —[*“ et .) —- 

a' 1 ) (.'T + I) — 2).r(aîH-2) 

Si, pour abréger, on pose 

(12) f(— i/i’sinüx) z=: A -h B\, 

la formule (ro) donnera 

f A da~ X^\ï\7.Tcx, 

0 

j ^.2 7C 

f //f/a = ^(r — C0S2 7r.r) ; 

0 

par conséquent 


(i3) 


(i4) 


/ 


B da 


/” 

■^0 


A doL 


■=. tangTT^* 




I ilM i‘ 1 i - i; I \ !» i - i» t I \ » \ ft 1 \i JI 


n\ 


l.i rul'llilllr . , 4 ><!î l,s ■ I’ li ■ îi 'I îtj < i 11 i- À H h 

- I 


»ii* ^ ^ Milf'lhiii *|în ,t!i I * \ • ?«} j , i| il.îiH 

fij.il'-. I T’» l-h i . ,i 

lli‘|M 

î : 

f f I i 

I i I /, ’ i ' 

M 1 iiii ■.Uj>|iii ..lil {tji-. iM tii> ut A I . iî, 1 1 1 ,. , I , ..)i 

l'H'iir ;i 1 mille, l.i luiiunie i '■ i.üï 

' î 

I •” 

par 

I 1 I ^ ‘ 

I ^ I * J 

<*i I iMi vriMii .1 mil* ItiriiHiif 4»' Hîfîiiii/ 

Sî Tfiîî jiri'fî4 

f r . 



h fiiniiîilr I iiM iliiiiiirra 
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et, par suite, 

27 t 

cosi ccx — k sina) doc ~ X 

, 27 C 

sin {ax — k sina) da ~ Æ{i — cos271^), 

\ «-'0 

la valeur de X étant 



( 21 ) 


k 






{x — ■ {x — 2) œ{æ -{- 2) 


La première des équations (20) coïncide avec la formule de 
M. Anger. 

Si l’on divise la seconde des intégrales (20) par la première, on 
trouvera 





sin ( Ota; — k sin a ) da 


cos( aa: — /f sina) tfa 


= tangTT j;, 


(Ui que donnerait aussi la formule (i4)- L® rapport de ces deux inté¬ 
grales est donc indépendant de la constante ^ renfermée dans chacune 
d’elles. 

On pourrait remarquer encore diverses formules que l’on déduit 
des précédentes, en attribuant aux quantités æ, Je des valeurs imagi¬ 
naires. Si, pour fixer les idées, on remplace a: paræi et^pari?;!, on 
tirera de la formule (7) : 

i" Pour des valeurs impaires de /i, 


(23) 


£ 


sin” ût da : 


T .2.3. . ./I 


( -h I ) ( "h 3" ). . . ( . 2 ?^ - 4 - ) 


2" Pour des valeurs paires de n, 


(24) ( a da 

Jq 


i. 3 ... /i 


X{x^ -h 2^ ) -h ‘ . .{x^-i- n-) 


■ {i-e- 
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Alors aussi la formule (19) donnera 


(2.5) 




la valeur de X étant 


(26) 


.-T: 


A '3 




x-->r-\ x(x^-t- 2 -) (x--h 3 ^) 


et, comme le produit 


variera dans le rapport de i à quand on changera simultané¬ 
ment a; en — ce et /c en — /c, on aura encore 

27r 

^-CCX-h/csina 
27r 

g-— Oî vC -f- Arsî n. oc 



Nous observerons, en finissant, que l’équation (i 4 ) peut être pré¬ 
sentée sous la forme symbolique 

(28) f e-“f[A"(i — e-‘)] dt=:f{—kA^)—■ 


Comme on aura d’ailleurs identiquement 


e~'= I — (i — e~0) 


on trouvera encore 

(29) / f[A*(ï — e~^)] = 

Jq 

et, plus généralement, 

^ 00 

( 3 0) / — e-^yidt — 

d n 


f(-A:A^) I 

I S- Aj; X 


f(- kA,) _x _ 

{T-t-Aa:)r X-\-y 


Si, dans les équations (28), (29), on prend successivement pour 
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l'(3) les fondions 


H* 


et 


1 ( 1 . 


et si l’on a éa-ard à la formule 


(3i) 


_ ^ ^ ^ 


Z 2 12 24 

dans laqiudlo la val(‘ur ch', c,j est 


1 ( 1 . 


720 


S 


( c.„:r= S(- .J.:1:È-À-[±K±A±::1^ (lY (d , , 


(j 


l(î sii^iu^ s s’étendant a tou-d's l(‘s valeurs entières, nulles ou positives, 
d(>/, h, ..., (jiii vérifimit la condition 


y -h -H 3 /) 4 -...= 

on ol»ti('ndra des é(|uations qui subsisteront pour des modules d(' /c 
inféri(Mirs à l’unité; puis, (m posant 


on r('.lrouv(“ra b's formul(‘.s que ]\1. Rinot a données dans les pages 111 
('( I I \ d(' son Mémoire sur Les intégrales e.ulèriennes. 


543 . 

Analysk mathématique. — Sur l'induction en Analyse et sur l’emploi 
des formules symboliques. 

R., T. XXXIX, [ 1 . i6() ('>-1 janvier i854). 

L’induction peut être utilement employée en Analyse comme un 
moyen de découvertes. Mais les formules générales ainsi obtenues 

OF.iwres de C. — S. I, t. XII. 23 
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doivent être ensuite vérifiées à l’aide de démonstrations rigoureuses 
et propres à faire connaître les conditions sous lesquelles subsistent 
ces mêmes formules. Donnons h cette réflexion quelques développe¬ 
ments. 

Parmi les fonctions qui reparaissent souvent dans le calcul, on doit 
surtout remarquer les exponentielles qui se reproduisent par diffé¬ 
rentiation, et dont les différences finies se déterminent encore avec 
la plus grande facilité. 

On a, en effet, 

D^e-»’— 

et, en supposant Aa? = a, 

( 1 4- Aa: ) e® = —i)e®. 


On a plus généralement, en désignant para un cocfïicienl constant, 

Da,e“®= (i -H A^)e“®— 

par conséquent 


et de CCS formules, jointes à l’équation 


on déduit immédiatement la formule symbolique 

(i-I-Aa)e«®= 

fl y a plus : cette formule subsistant, quelle que soit la constante a, 
on pourra évidemment y remplacer l’exponentielle par une somme 
de termes proportionnels à de semblables exponcntielbïs, et, (m 
posant 

f(a;) Ae“®-|- Ce'’®4- ..., 

on aura encore 


(O 


(i-H A^) f(a?) =: e“®*f(a7) 
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ou, ce qui revient au même, 

( 2 ) f(a?-i-a) — ^i-h-Da,4- 4-.. l(a^). 

Or on pourra, par induction, étendre les formules (i) et (2) au cas 
où f(2?) est une fonction quelconque de la variable x. Mais la formule 
de Taylor ainsi obtenue n’est pas toujours exacte; elle subsiste seule¬ 
ment sous la condition que la fonction f(ar) reste monodromc, mono- 
gène et finie, pour le module attribué à la variable x et pour un 
module plus petit. 

Des observations semblables s’appliquent aux diverses formules 
générales qui peuvent se déduire par induction de l’équation (i), et 
pai’mi lesquelles on doit surtout remarquer celles que je vais indi¬ 
quer. 

Si, dans les deux membres de l’équation (1), on conserve stmle- 
ment les facteurs symboliques, en sc dispensant d’y écrire la fonction 
f(a3), on obtiendra la formule symbolique 

(3) 

et de cette formule on déduira par induction les trois suivantes : 


(4) 

Dx= 

^Kih-A,), 

(5) 

ï 

r 

Al"" 

- l ^ 

(6) 

I _ 

I 


1 (i H“ A^) 


Or il suffira de développer les seconds membres des équations ( 4 ), 
( 5 ), (6), en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des 
lettres caraetéristiques ou puis d’appliquer les deux niembres 
de chaque équation considérés comme facteurs symboliques à une 
fonction déterminée f(a;), pour obtenir trois formules générales dont 
la première, déjà connue, fournira le développement de la fonction 
dérivée 
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en une série de termes proportionnels aux différences finies des divers 
ordres de la fonction f(a?). Los deux autres formules générales four¬ 
niront deux développements distincts de la différence 


(7) 


f(-r) 


f(^) 

al) y. 






f(.z’) dx. 


Le premier de ces développements, trouvé par iMaclaurin, sera com¬ 
posé de termes proportionnels h la fonction ffn?) et à ses dérivées d('s 
divers ordres. Mais, dans le second développement, les divers(‘s déri¬ 
vées do la fonction f(cv) seront remplacées par ses différences finies. 

11 importe d’observer que, si l’on nomme rie moduh^ de la variable -, 
le développement de la fonction 

r 

e- — I 


suivant les puissances ascendantes de .s fournira une série don( b' 
module sera 

r 

271 


D’autre part, si, en attribuant au module r d(^ ^ d(‘s vabmrs crois¬ 
santes, on nomme v la plus petite valeur de/• pour b'uiuellc la fonction 
f(.r-t-s) cesse d’être monodromc, monogène et fini(‘, le rap[)ort - 
sera le module de la série qui aura pour terme général l’expri'ssion 


Donc le terme général de la fonction de Maclaurin sera le produit (b* 
la quantité 

1.2. 3 = r ( /i -4-1 ) 

par le terme général d’une autre série dont le module sera celui de 

a 

t 27rt 


Donc la série de Maclaurin, comme celle dont le terme général est le 
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produit ].2.3...n, offrira un module, infini et sera divergente, à 
moins ([ue l’on n’ait 

I 

- zz: O, t =z 00. 

t. 

Donc, j)our que la formule do Maclaurin subsiste, il sera nécessaire, 
que la fonction f(.r) ne cesse jamais d’être monodromc, monogène et 
finie, (U'. qui arrivera, par exemple, si f(dr) est une fonction entière 
de .r, ou d’exponentielles réelles ou imaginaires de la forme 
D’autre ])art, comme les développements des expressions 


I ( 1 “T" Z ) et 


1(1 + -) 


suivant b^s puissances ascendantes de s fournissent deux séries dont 
le module, (îsL l’unité, les deux formules générales déduites des équa¬ 
tions ( j) ('t (()) ne subsisteront que si la série 


( 8 ) 




dont le (ernie général (‘st A"f(.'r), est convergente, par conséquent si 
(die olfrt' un module inférieur, ou tout au plus égal à l’unité. C’est ce 
(|ui arrivt'.ra, par ('.x('rn[)le, si l’on suppose 




(d alors l’équation (/|) r(',produira, pour des valeurs positives du rap¬ 
port la formule connue 

æ H- a _ î __ T. 2 _ 2 

a *”(^*-h2a)(èr-4-3a) ’ 

qui s('. réduit à l’équation (i 8 ) de la page 174, quand on y remplace x 
par a(.a.- — t). 

Arrêtons-nous maintenant au développement de l’expression (7) en 
une séri(! de termes proportionnels à la fonction f(ir) et à ses diffé- 
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ronces finies des divers ordres. On aura 


I 


I 


T 

ifi 


^9 


ï6o ^ 


J(n-.j) .G 2 12 24 720 

n~ 

~ ~ S ^^ 

n~0 

es valeurs de c^ et de c,^ étant déterminées par les formules 


I T . r 

- - — Q - ^ ^ 

n -\-i n /^ ~ 1 " 


•-3"" 


Donc, en posant, pour abréger, 

/7=0 

on tirera de l’équation (6) 

(10) ^ î{æ) = ^ J î{x)dx — cp(j;)-i-ti 5 (cï;)> 

les intégrales qu’indiquent les signes J étant prises à partir 
d’une même origine que nous désignerons par la lettre x, et ^(ar) 
désignant une fonction périodique, mais arbitraire, dont la valeur ne 
changera pas quand x recevra pour accroissement un multiple de la 
quantité Aæ = a. Si d’ailleurs on suppose la différence x — x réduitt' 
à un multiple de a, on aura simplement 

ro('2'’)= —?(x), 

et par suite la formule (10), dans laquelle les intégrales sont prises à 
partir de l’origine a? = x, donnera 

(>') ^ j" i{x) dx — ç(a;) + (p(x). 

Si, pour fixer les idées, on pose x = i, et de plus 

« = 1, f(a?)——, 

X 
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la formulo, (ii) donnera 


(12) 




T I I 

— 1 -i- 4 - ... -4 - 

X 2 0 X — I 


: 1 JT —- Cp(.r) -T* 9 (l), 


la valeur de ^(x) étant donnée par l’équation 
»<"'> = [uTTaj - î 


OU, ce <(ui revient au même, par la suivante 

7; — 00 

I . 2.3 ... /I 


(i4) a>{x)= ^ 

n = ( 

(Ml sorüï qu’on aura 

T T r 

(p(,r) 


■ -\- ï). . .{œ n) 


-H 


2 ./■ 12 x(x -i- i) 12 x(x -\~ l) {•r 2) 


19 


( 15 ) 


(‘I 


()0 .r ( ,2* -H 1 ) ( X* -h 2 ) ( .^; -h 3 ) 


120 æ{x -H i) {x -h 2) {x -H 3 ) (x -h 4 ) 


(iG) cp(i) -ir: 1 V + ^ 


19 


+ . . . O , 57721 566. . 


2 2.4 72 2880 800 

Si, en supposai!I: x = i et a = r, on prenait 

la formuh' (n) donnei'ait 

(17) '^\x--=U + l2 + .-+-\{o:-~i)-=x\a:- j: -i-o{x) -o( 

la valeur de (f{x) étant 
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D’ailleurs, eu égard aux formules 

D,= I(n-A^), 

I) . [ja rz: 

æ 


(111 pourrail encore présenter l’équation (i8) sous la formiî 


' >9) 


o(j?) — 


-Ix — 


I 

1 (l + Aj;) 



I I 

T ( 1 -h Ax ) ^ 


Les formules (ii), (12), (17) s’accordent avec colles que j’ai don¬ 
nées dans la précédente séance, et avec les formules <lonnées par 
M. Binet, pour dos valeurs spéciales de t(x), dans le iVIémoin' sui‘ 
les intégrales eulériennes. Pour établir ces formules en toute rigiii'iir, 
et meme pour déterminer la valeur de la constante ^(r) qu’elles ren¬ 
ferment, on peut recourir à la transformation des fonctions en inté¬ 
grales définies. Ainsi, par exemple, pour obtenir la valeur (b* la fone- 
tinn 


telle que la donne la formule (17) jointe à l’équation (19), et inènie 
pour étendre la formule ainsi obtenue au cas où la variabb' x admet 
des valeurs positives quelconques, entières ou non, il sulTit d'établir 
généralement l’équation 


(20) ir(j:') 


l.r- 


.r+ - 1(27:) 


2 i — e-‘ t. ) l. 


Or on peut établir très simplement cette équation et une mullitinh' 
d autres équations de même genre, en s’appuyant sur la théori(‘. d('s 
intégrales singulières, comme on va le faire voir. 

Soient u, v deux fonctions de t, qui, demeurant finies pour d(*s 
valeurs finies et positives de t, s’évanouissent pour t = o; soit encoiu' 
/(-) une fonction qui devienne infinie pour = o, mais imste finie 
pour toute valeur finie et positive de z, et supposons que le pro- 
duit zf{z) se réduise, pour x; = o, à une constante finie k, et, pour 
- = 3c, à zéro; soient enfin p. et v les valeurs de correspon- 
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dantcs à une valeur nulle de l. La théorie des intégrales singulières 
donnera 

(2r) 


r[/(«)D,«-/(.')]), 

J 0 r' 

Si, pour fixer les idées, on pose 


u--t, v — lx, /(-) 

X étant positif, la formule (20) donnera 


e~- 


(22) 


ri-± 

J O 


dtzzz\ X, 


Si l’on pose, au contraire, 


U-7^1, = t, /(-) 


on trouvera 
(2.3) 


1 . 


— n-t 


(I -v- Z 


clL ” O ; 


mais, d’autrd part, on aura 

(24) r(iE')~ i 0^ 'e~^d 8 , 

par conséquent 

(2.5) r'(.r )( 6 ^'^' e ~^\0 dO; 

Jq 

et, de cette dernière formule, jointe aux équations (21), (22), on 
tirera 


(2(1) 


r'jx) 


■l.r ■ 


Uil. 


Or il suffit d’intégrer, par rapport à x, les deux membres de l’équa¬ 
tion (26), à partir de l’origine et ayant égard à la formule 



pour retrouver immédiatement la formule (20). 

OKuvres de C- — S. I, l. XÏI. ^4 
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Au reste, l’équation (20),et les formules analogues qui serviraient 
à transformer la somme ^f(ii;). en intégrale détinie, et par suite à 

établir rigoureusement les résultats qui se déduisent de l’équation (G), 
peuvent être fournies elles-mêmes par la méthode d’induction. Ainsi, 
en particulier, pour obtenir l’équation (20), il suffit de joindre à 
l’équation (19) les deux formules 

et d’avoir égard à la formule (27). 

Généralement, pour obtenir ainsi des formules analogues à l’équa¬ 
tion (20), il suffira de transformer la fonction {(x) en une intégrale 

définie simple ou double qui offre sous le signe j" la variable x dans 

un seul facteur de la. forme ou On y parviendra, par 

exemple, à l’aide de la formule 




à laquelle on pourrait substituer encore les formules du même genre, 
dans lesquelles un des signes j" est remplacé parle signe 


544 . 

Analyse jiatijèmatique. — Sur les intégrales aux différences finies. 

C. R., T. XXXIX, p. 214 (3i juillet i854 ). 

Soit f(tr) une fbnetion donnée de la variable x. L’intégrale aux 
différences infiniment petites ^îff^dx ne sera autre chose qu’une 
nouvelle fonction F(tr;) propre à vérifier la formule 


(I) 


DxF(^) = i{x), 
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et pareillement l’intégrale aux différences finies ^ f(.ï^) ne sera autre 
chose qu’une fonction É{x) propre à vérifier l’équation 

(?,) 

Par suite, ces deux intégrales pourront être présentées sous les formes 
symboliques 


(3) 

F,.) = îgl, 

(4) 



et des équations ( 3 ), ( 4 ), jointes à l’équation symbolique 

1 + r= 

dans laquelle on suppose a = Ax, on tirera 

(5) j(a?} i E(ir) — cp(.r), 

la valeur de <o(x) étant déterminée par la formule symbolique 

(6) ■ 9 (^) = (“l)~ - 

ou, ce qui revient au même, par l’une des deux suivantes : 


( 7 ) 



(8) 

= + A,. 

{(X). 

Il y a plus : 

à la formule (cS), que l’on peut 

écrire comme il suit. 


( 9 ) 


cp(x) r= ^ f(Æ.-) + 


I 

_ 1 ( I 4- Aa, j 



on pourra substituer encore d’autres formules analogues. Ainsi, en 
particulier, de l’équation (9), combinée avec la formule symbolique 


aD^=l(H-A^.) 
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on déduira immédiatement la suivante : 


(10 


o(a:) — ~ ((x) + 


I 

i(i-h A^.) 


I f( -t' ) 

'^x 2 _ î ( 1 -1- ) 


Pour réduire les formules symboliques (7), (8), (10) à des équa¬ 
tions qui déterminent avec précision la valeur de ©(.^O, il snlïira 
généralement de transformer la fonction f(a?) en uno sornnu' rie 
t('rmes proportionnels à des exponentielles de la forme Suppo¬ 
sons, en effet, 


(II) f(a;)—Sde«^ 

a, .4 désignant des coefficients réels ou imaginaires dont le second 
change de valeur avec le premier, et la somme qu’indique le signe S 
pouvant se transformer en une intégrale définie. L’équation (7 ) don¬ 
nera 


(12) 

et 


cp(x) rr S 


I I 

aa e““— i 


A 


(i3) 


?(J^) = ^ f(Æ;) H- S 



A 


Remarquons d’ailleurs que la formule (ii) continuera de subsister, 
si l’on suppose la valeur de ((x) donnée par une équation de la 

forme 


* B), 

A et B étant des fonctions de a. 

Revenons maintenant à l’équation ( 5 ). On en tirera 

^^ ^^^ ~ ôc — ? (•ir ). 

Dans cette dernière formule, l’intégrale 



dœ 


peut être censée renfermer 


une constante arbitraire. En déterminant 
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cetto constante de manière que s{x) s’évanouisse pour x on aura 

/ . •»’ 

f(-) dz — cp(x) -t- ®(x). 

Lorsque, dans l’équation (jü), on substituera pour o(x) sa valeur 
tirée de la formule (12) ou (i 3 ),.on obtiendra pour .fix) une fonc¬ 
tion complètement déterminée, et cette fonction sera certainement 
une valeur de l’intégrale ]^f(o7), ou, ce qui revient au même, une 
valeur de cf(x) propre à vérifier l’équation (2); car on tire de l’équa¬ 
tion (ifi) 

(17) A.,..'?(.r) — ^ / [(s) dz — A^(p(.r), 

et, en vertu de la formule (9), jointe à l’équation (12) ou (i 3 ), le 
second membre de l’équation {x']) se réduira précisément à ^{x). 

Au lic'.u de tirer de la formule (12) ou (i 3 ) la valeur de ç(£u), on 
])Ourrait développer en une série de termes proportionnels à la 
fonction f(.r) et à ses dilfércnces finies des divers ordres; et, pour y 
jiarvenir, il sulUraitd(! développer, dans le second membre de la for- 
mul(^ ( 3 ), l’expression symbolique 

T T 

Ï ( I -h A^. ) 

suivant la puissance ascendante de A^. On pourrait aussi, en partant 
de la formub'- (to), développer (p(x-) en une série de termes propor¬ 
tionnels à la fonction dérivée D^f(.x) et à scs différences finies des 
div(;rs ordres. Mais les valeurs de o{x), ainsi déduites des for¬ 
mules (8) et (i3), ne subsisteraient que dans le cas où les séries 
obtenues seraient convergentes, et cette convergence exige que la 
série formée avec les différences finies de la fonction f(x) ou D^f(a7) 
ait pour module un nombre inférieur ou tout au plus égal à l’unité. 

Pour montrer une application très simple des formules que nous 
venons d’établir, supposons 
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m étant un nombre quelconque. Dans cette hypothèse, la formule ( 11; 
pourra être réduite à 


(i8) 


ï 



dt^ 


et la formule (i 2) donnera 


(^ 9 ) 


: 


r(m) 


r(r 


tandis que l’on aura 


(20) 


1 ^ 


m — I V X 


— I dl, 

alj ’ 


Donc, pour obtenir une valeur de V ~ qui ait la propriété de s’éva¬ 
nouir avec la différence a; — x, il suffira de prendre 


(21) 


^ x"' m — I \ x"‘"' 


I 

a?'"-’ 


— ®(x) -H cp(x), 


la fonction <d(x) étant détci’minée par la formule (ip). 
Si l’on supposait 

t{x) = Ix, 


la formule (i/|) serait réduite à 

Q—t _ 

-—— dt^ 

0 ^ 

et la formule (t 3 ) donnerait 


I I 


- 


(23) (p(x) z=z ~lx -h f ( - 

^ ^ ‘ 2 Jq \^ — ^ ^ ^ 2 

tandis que Ton aurait 

(24) /' — l)“X(lx — l). 


dt 


Donc, pour obtenir une valeur de Sla; qui ait la propriété de s’éva- 
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nouir avec la différence a; — x, il suffit de prendre 

(25) ^ la; = a;( la: — i) — x(lx — i) — tp(x) -f- 3 (x), 

la (onction <p(a?) étant déterminée par la formule (28). 

Si à la formule (i 3 ) on substituait la formule (ro), on en déduirait 
immédiatement la valeur de Sla; développée en une série de termes 
proportionnels à la fonction ^ et à ses différences finies des divers 
ordres. 


545 . 

ANAt.YSK MATiUîMATiQUE. — Sur lin théorème général qui fournit imrnédia- 
ternent, dans un. grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une 
série simple ou multiple demeure convergente. 

('j. U., T. XL, p. i ()2 ('12 janvier i855). 

Le iMémoire lithographié que j’ai présenté le it octobre i 83 i (') à 
l’Académie de Turin renferme un théorème qui, eu égard aux 
reniar(fues faites dans les Comptes rendus de i 85 i et 1802, peut 
s’énoncer comme il suit : 

Tiiéoiièmh I. — Soit 

U — y, Z, ...) 

une fonction des variables 

.r, y, Z, 

qui demeure finù% monodrome et mono gène pour des modules de ces 
variables respectwernenl inférieurs à 

X, y, Z, .... 

Soit d'ailleurs R la plus grande valeur que puisse acquérir le module de 

(1) OEuQres de Cauchy, S. H, ï. XV. 
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la fonction u, quand on attribue aux variables x, y, s, ... les modules 

X, V, Z,_ La fonction u sera développable en une série convergente 

ordonnée suivant les puissances ascendantes des variables x, y, :■.■■■ 
tant que les modules de ces variables demeureront respectivement infé¬ 
rieurs à X, y, Z. De plus, si l’on pose 



les modules du terme général et du reste de la série en question seront 
respectivement inférieurs aux modules du terme général et du reste de la 
série qui a pour somme le produit 

R 0). 

Corollaire. — Comme le coefficient cia produit 

dans le développement de chacune des fonctions 

u, R w, 

est précisément le rapport qu’on obtient quand on divise, par le 
nombre 

N zz: ( I . 2 . . . /) ( I . 2 . . . m ) ( I . 2 . . . . . . 

la valeur qu’acquiert pour des valeurs nulles de x,y, la dérivée' 
D^D-D^..a ou Df,D-D^..(RG)), 

il est clair que le théorème I comprend la proposition suivante : 

Théorème IL — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
la fonction u et ses dérivées partielles des divers ordres offriront , pour 
des valeurs nulles de œ, , des modules respectivement inférieurs 

aux valeurs correspondantes de la fonction Rco et de ses dérivées par-- 
tielles des mêmes ordres. 

Si l’on substitue aux variables 


y, 


• • J 
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les différences 

x — y —-ex, Z —Z, 

Y], C, • • • désignant des valeurs particulières attribuées aux variables 
x,y, Z, alors, à la place du théorème II, on obtiendra la proposi¬ 
tion suivante ; 

Théorème III. — Soü 

U — ({x,y, -,...) 

raie fonclion des ï'ariablcs 

y t • • • J 

fjiu demeure finie, rnonodrome et mono gène, dans le voisinage des 
valeurs pari iculières 

x-=l, y — -n, Z —K, 

et tant que l’on aUrihue aux différences 

X — t, /--Y), 5 —Ç, ... 

des modules respectivement inférieurs aux quanlités positives 

X, y, Z, .... 

Soit d'ailleurs, dans le cas oà ces différences acquièrent ces modules, 
R la plus grande des valeurs que puisse acquérir le module de u, et posons 



Iai fonction u et ses dérivées partielles des divers ordres offriront, pour 

des modules respectivement inférieurs aux valeurs correspondantes de la 
fonction Rü) et de ses dérivées partielles des mêmes ordres. 

Le théorème II entraîne évidemment avec lui un théorème général 
(fu(i l’on peut énoncer comme il suit : 

Théorème IV. — Soient 

X, 31 , 


OEiivres de C . — S. I, t. XH. 


25 




194. COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

diverses fonctions des variables 

yy • • •? 

dont chacune demeure finie, monodrome et monogène dans le voisinage 
des valeurs particulières 

X — l, y~'C\, 

et tant que Von attribue aux différences 

x-~\, / —ïi, 5 —C, 

des modules respectivement inférieurs aux quantités positives 


X, y, Z, ... 

Soient d'ailleurs, dans le cas où ces différences acquiérent ces modules, 

A, B, C, ... 


les plus grandes des valeurs que puissent acquérir les modules des fonc¬ 
tions 


et posons 


(2) 


CO ~ 


I 


X 



Enfin, soit O une fonction développable, pour de très petits modules des 
différences 

/-Y], - —C, 

en une série simple ou multiple dont chaque terme soit le produit d'un 
facteur variable par d'autres facteurs respectivement égaux aux imleurs 
que prennent les fonctions 

eX, ?r, 5b, 

ou leurs dérivées partielles des divers ordres, à Vinstant où Von pose 

y — '^y ^ —C, 


Le développement de û restera convergent, si Von obtient une série con- 
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vergenle en remplaçant dans chaque terme de ce développement le facteur 
variable par son module, et les fonctions 

X, g-, 

par les produits 

Acü, B w, Cct), .... 

Ce théorème général fournit immédiatement des limites entre les¬ 
quelles demeui’ent convergentes les séries qui représentent les déve¬ 
loppements de fonctions explicites ou même implicites. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 

= f(») 

étant une fonction finie, monodrome et monogène de la variable x, 
])Our un module de a? — ^ inférieur à une certaine quantité positive x, 
on développe, en une série ordonnée suivant les puissances entières 
et ascendantes de t, celle des racines de l’équation 

(3) 

qui SC réduit à pour t = o. En attribuant à t un module sulfisam- 
ment petit, on aura 

(4) a; ^-t-3 -- 5 t).JSG.*-f-. . ., 

1 . 2 ! 1 , 2.0 

X devant être réduit à ^ dans le second membre de la formule (4). 
après qu’on aura effectué les différentiations indiquées par la lettre 
caractéristique D^,; et la valeur de x, ainsi déterminée, vérifiera 
l’équation (3), tant que la série comprise dans la formule (4) sera 
convergente. Soit d’ailleurs A le plus grand module que puisse 
acquérir la fonction SG quand la différence x— 'i acquiert le mo¬ 
dule X. En vertu du théorème IV, le développement de x fourni par 
la formule (4) sera convergent, si l’on obtient une série convergente 
en supposant, dans le second membre de cette formule, t positif, en 
y remplaçant la fonction SG par le produit 
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et en posant x — \ après les différentiations relatives ax. Or on aura, 
sous cette condition, 

n"-> f, T-3-3...(2n-a) I . 


et par suite, en l’emplaçant x par le produit Aco dans la formule ( 4 ), 
on trouvera 


( 5 ) 


X = ^ H-- A i H- 


A'^r- 


X 






i.3...(2;i — 3) A”-1”- 

1.2. . .n x"~‘ 


Mais, d’autre part, on a identiquement 


2 2 


1.3...(2/1-3) ^^, 


1.2 . . . /i 




V* 


2t: 


donc la formule ( 5 ) donnera 
( 6 ) + 

Comme on devait s’y attendre, cette dernière valeur de x est précisé¬ 
ment celle que fournit l’équation ( 3 ), lorsqu’on la réduit à la for¬ 
mule 

(7) x = Ia -—c, 

X 

en remplaçant, dans le second membre, la fonction x par le pro¬ 
duit Acü. D’ailleurs la valeur de x, donnée par la formule (G), se 
développe en série convergente, oi’donnéc suivant les puissances 
ascendantes de t, quand on suppose le module de t inférieur à 

Donc, dans cette même hypothèse, la série comprise dans le second 
membre de la formule (4) sera convergente, et, si t est positif, la 
valeur de x—'^, donnée par la formule (4), offrira certainement 
une valeur numérique inférieure à celle que déterminera la for¬ 
mule (6). 

Le théorème IV fournirait encore immédiatement des limites entre 
lesquelles demeurent convergentes les séries qui représentent les 
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intégrales d’équations différentielles ou aux dérivées partielles. On 
se trouve ainsi ramené, comme je l’expliquerai dans un autre article, 
aux résultats énoncés dans mon Mémoire lithographié de i 835 (') <‘t 
à ceux que viennent d’obtenir MM. Briot et Bouquet. 


546 . 

C. R., T. XL, p. 2 o 5 (29 janvier i855). 

Calcul des variations. — M. Augustin Cauchy présente à l’Académie 
une Note sur VApplication du Calcul des variations à l’intégration d’an 
système d’équations différentielles. Les résultats auxquels l’auteur est 
parvenu seront développés dans un prochain article. 


547 . 

Analyse infinitésimale.. — Sur les avantages que présente l’introduction 
d’un paramètre variable et des notations propres au Calcul des varia¬ 
tions dans quelques-unes des principales formules de VAnalyse infini¬ 
tésimale. 

C. R., T. XL, p. 2 C 1 (5 février i855). 

Ce qui distingue le Calcul des variations du Calcul différentiel, c’est 
(juc dans celui-ci on se borne à faire varier des quantités supposées 
dépendantes, ou, en d’autres termes, fonctions les unes des autres, 
tandis que, dans le Calcul des variations, on fait varier les formes 
des fonctions elles-mêmes. Mais, pour réduire le Calcul des variations 
au Calcul différentiel, il suffit de faire correspondre les changements 
de forme des fonctions aux changements de valeur d’un paramètre 
variable qui ne paraissait pas dans les formules. Réciproquement, il 
suffit d’introduire dans plusieurs des principales formules de l’Ana- 


( 1 ) Sur l'intégration des équations différentielles {OEmres de Cauchy, S. II, T, XI;. 
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lyse infinitésimale un paramètre variable a, pour les transformer 
en d’autres qui s’expriment aisément à l’aide des notations propres 
au Calcul des variations. Rendons cette vérité sensible pa^ quelques 
exemples. 

Soit d’abord 

(1) u — [{os,y,s,...) 

une fonction des variables æ, y, . qui demeure, du moins entre 
certaines limites, finie, monodrome et monogène. Si, dans cette 
fonction, on attribue aux variables x, y, z, ... certains accroisse¬ 
ments h, le, l, , on obtiendra une nouvelle fonction àa x, y, z, ..., 
savoir 

( 2 ) 17= f(a: 4- A, y -+- A", 5 - 4 - 

et les fonctions (i), ( 2 ) seront comprises, comme cas particuliers, 
dans l’expression analytique 

( O ) V ZZZ. f ( “4“ CLJlf y -f- ûck, Z -}— OC . . . ), 

qui renfermera un paramètre variable a, et de laquelle on déduira la 
fonction u en posant a = o, la fonction U en posant a = i. Or, le 
paramètre oc venant à varier, l’expression (3), considérée comme 
fonction de x, y, z, ..., changera de forme, et le rapport 

— ■ 
èa ^ 

entre la variation ov de la fonction e, et la variation oa du para¬ 
mètre a, ne sera autre chose que la dérivée DœC de la fonction v 
par rapport au paramètre a. Si l’on pose, pour plus de simplicité, 
oa = I, on aura précisément 

(4) ÔP = Dae, 

puis on en conclura, en remplaçant v par plusieurs fois de suite, 

V = Da ôf = Dâ 
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et généralement 

(5) = 


Si dans les formules (4) et (5) on pose a = o, elles donneront 


arrO 

du r= 1 Bat’ 


( 6 ) 


et 


a = o 

§’Ui— 1 


D’ailleurs la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs suffi¬ 
samment petites de a, 


a=o ^ a=:0 ^2 OL —0 

(7) 1 1 BaC^H-1 Bâ(^ + .... 

I 1.2 

On aura donc, eu égard aux équations ( 6 ), 


( 8 ) (’ H- — ô;/ 4- 

I 1.2 

puis on en conclura, en posant a = x, 

j-r _ Su ( 50 / 

(9) t 7 — U -t--h-4- • ■ - • 

I 1.2 

D’autre part, la formule (4) donnera 

(m) âc'=/iDa;P-h A'Dy (’-H ^D-(>- 4 -... 

ou, ce qui revient au même, 

(II) = ..)e, 

et l’on en conclura, en remplaçant plusieurs fois de suite e par Sç, 

(i^) r “ ( hJ)^ H- “f- 1 D 3 4 - • - V, 

Enfin, on tirera de l’équation ( 12 ), en posant a = o, 

(i3) ô«tt = (/iD^-HADy-4-/D^-4-, 

La formule ( 9 ), jointe à l’équation (i3), reproduit ce qu’on nomme 
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le théorème de Taylor, étendu à une fonction de plusieurs variables u;, 

^.Comme on le voit, et comme je l’avais déjà remarqué dans 

mes Leçons données à l’École Polytechnique, cette extension se déduit 
sans peine de l’introduction du paramètre variable a sous le signe f. 
Ajoutons que l’expression la plus simple du théorème ainsi étendu est 
la formule (9), dans laquelle les valeurs de 

... 

poiiv6nt être déduites ou de 1 écjUcition (i3), ou, ce qui revient au 
même, des formules 

(14) ox-=zh^ dy~/{, 03™/, 

jointes aux règles établies pour la détermination dos variations des 

divers ordres d’une fonction quelconque des variables x, y, :■ . 

Considérons maintenant un système d’équations différentielles de 
la forme 

(15) DtX = A', D/j'==;F, ■ ï)tZ = Z, ..., 

X, y, Z, ... étant des fonctions inconnues de i, et X, Y, Z, ... des 
fonctions de x, y, z, ..., t, qui demeurent, du moins entri' cer¬ 
taines limites, finies, monodromes et monogènes. Supposons les 
inconnues ce, y, z, ... assujetties non seulement à vérifier ces équa¬ 
tions différentielles, mais encore à prendre, pour une certaine valeur 
de t, par exemple pour t — v, les valeurs particulières 

(16) xz=l, y — Ti, c: —Ç, - 

Les fonctions de l représentées par x, y, z, ... changeront de forme 
si, en introduisant un paramètre variable a dans les équations (i 5 ), 
on leur substitue les suivantes 


( 17 ) DiX=:aJ", l)iy=zaY, DtZ = aZ, 
et comme, pour a = o, les équations (17) donnent 

( 18 ) Dtx = o, Btf — o, B[Z = o, 




• • y 
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il est clair que les inconnues ar, j, s, ..., assujeHios à véritier, pou 
line valeur variable de l, les formules (17), et pour les cond 
tions (i 5 ), deviendront indépendantes de t si a s’évanouit, ctacquei 
ront alors, quel que soit t, les valeurs constantes 5 , v], .... 

Cela posé, soit 

(19) u — 

une fonction de x,y, z, ... qui demeure, du moins entre certaim 
limites, finie, monodromc et monogène. Le paramètre a venant 
varier, x, y, z, ..., et par suite «, considérées comme fonction 
de t, changeront de forme, et leurs variations, que nous indiquerom 
suivant l’usage, à l’aide de la lettre caractéristique 0, seront les pri 
duits de oa par leurs dérivées relatives au paramètre a. Ces variation 
se réduiront donc à ces dérivées si l’on pose oa = i, et alors on aun 
])ar exemple, 

(20) Qit 

(21) 

Soit d’ailleurs u la valeur que prendra la fonction u pour une valet 
nulle de a. On aura 

( 32 ) ■■■), 

et la formule de Maclaurin donnera, pour des valeurs sulllsarnmei 
petites du paramètre a, 

(28) a — 

. ^ I 1.2 

Il reste à exprimer, dans cette formule, les variations 

ÔJ, Ô-U, 

en fonctions de t], ... et t. On y parviendra sans peine de 1 

manière suivante. 

On aura généralement 

Di u = ï)i x Bj; u + Dij Dy +1)( s J); 


oi^ufres de C. - s. l, t. XIl. 
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par conséquent, eu égard aux formules (17), 

( 24 ) 

la xaleur de Vu étant définie et déterminée par la l'ornuile 

( 25 ) J)^ H” F Dy U Z 1) - a -h . ... 

Si, dans l’équation (24). on remplace u par Vu plusieurs lois de sui((>. 
on tirera, en ordonnant le second membre suivant les puissane('s des¬ 
cendantes de a. 


(26) D? « = a" V" U -I- - 

Enfin, si l’on différentic n fois, par rap[)ort ;i a, b's d(‘ux membres de 
la formule (24), et si après les dilférontiations on ])ose a-- <>, par 
conséquent u = u, on trouvera 

(27) Di‘= 1.2 .3 ... « V" -J. 

D’ailleurs il est aisé de voir qiui la variation o"u («t ses dérivées rela¬ 
tives au temps, jusqu’à celle de l’ordiai a — i, s’évanouisseiil toutes 
pour t = 'z. En conséquence et en posant, pour abrég('r. 


(28) □«- 

on tirera de la formule (27) 



. n 


Vif de, 


- □«-J. 


Gela posé, la formule (aS) donnera 

(3o) « =:-J-h «□’J 4-3£-G-'j. 

Elu posant dans cette dernière a = i, on trouvera 
( 3 1 ) « 'J -f- O V 4- □’ u 4 - ■ . . . 

On est ainsi ramené à la formule (Sa) du second paragrapluï <lu 
Mémoire de i 835 sur l’intégration des équations différentiidb's. 



EXTRAIT N“ 3'i7. 


203 


Lorsque, clans cette formule, qui peut être présentée sous la forme 
symbolique 


on prend successivement pour u les inconnues x, y, z, ..., elle 
fournit pour ces inconnues les valeurs qui satisfont, quand l varie, 
aux équations (i 5 ) et, pour z = t, aux conditions (i6). 

En résumé, pour obtenir, développées en séries, les intégrales 
générales des équations (i 5 ), il suffît d’introduire un paramètre 
variable a dans ces équations, en leur substituant les formules (17), 
puis de développer par la formule de Maclaurin, en se servant, pour 
plus de facilité, de la notation adoptée clans le Calcul des variations, 
les valeurs des inconnues en séries ordonnées suivant les puissances 
entières de a, et de poser ensuite a — i. Les développements ainsi 
trouvés, quand ils sont convergents, représentent précisément les 
intégrales demandées. 

Supposons maintenant que les valeurs de x, y, z, ..., toujours 
assujetties à vérifier, pour t — 1, les conditions (16), soient connues, 
lorsqu’elles doivent satisfaire aux équations (i 5 ), et qu’il s’agisse de 
les modifier de manière à vérifier, non plus les équations (i 5 ), mais 
les suivantes 

(33) 

3 c, 1 ), 3 , ... étant de nouvelles fonctions de a?, j, ^, . . . , z qui 
demeurent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
monogènes. Pour résoudre ce dernier problème, il suffira encore d’in¬ 
troduire un paramètre variable a dans les formules ( 3 o), en leur sub¬ 
stituant les équations 

(34) \itX=zX+a2i, D.J—r-i-aî), D,= = Z-+-a3, 

puis de développer, à l’aide de la formule de Maclaurin, jointe aux 
équations (34), les inconnues x, y,z,... en séries ordonnées suivant 
les puissances entières du paramètre a, et de poser ensuite a = i. Les 
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développements trouvés, quand ils seront convergents, fourniront 
précisément les valeurs cherchées de ce, y, z, ..., comme nous I ex¬ 
pliquerons dans un autre article. 


548 . 

Cai.cci. iXTÉGR.n.. — Noie sur les conditions de convergence des séries qui 
représentent les intégrales générales d’un système d’équations dijfé- 
rentielles. 

C. R., T. XL, p. 3jo (la février i8:Vj ). 

Le premier des théorèmes énoncés dans la séance du 22 janvier 
dernier entraîne la proposition suivante : 

Théorème I. —Soit f(/) une fonction dontnée de la rciriable t. Suppo¬ 
sons d’ailleurs que cette fonction reste finie, monodrome et monogcnc, 
dans le voisinage de la valeur particulière, z attribuée à l, et tant que te 
module de la différence t — z n atteint pas une certaine limite (. l'our 
tout module de t — 'r inférieur à celte limite, la fonction f(/) sera déve¬ 
loppable, par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant tes 
puissances ascendantes de t — z. 

D’autre part, mon Mémoire sur l’application duLalcul intinitésimal 
à la détermination des fonctions implicites (Tome XXXIV, annéi* iHdu, 
i"’ semestre) renferme la proposition suivante : 

Théorème II. — Représentons par 

T, N, Y, Z, ... 

des fonctions t, x, y, z, ..., qui restent monodromes, monogénes et 
finies, dans le voisinage des valeurs z, r], ... attribuées d t, x, y, 

z, et concevons que l’on assujettisse x, y, z, ... à la double condi¬ 
tion de vérifier, pour une valeur variable de t, les équations différentielles 
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comprises dans la formule 

dt _ dx _ dy _dz _ 

~f T -^ 

el de se réduire à v], ... pour t = Si T ne s écanouit pas, quand 

on prend 

t — 7, y — YJ, Z • • • J 

alors, à V aide des formules élahlies dans mon Mémoire de i835 sur 
rintégration des équations différentielles, on proiwera qiiil est possible 
de satisfaire, au moins quand le module de la différence t — z ne dépasse 
pas une certaine limite, aux deux conditions énoncées, par des valeurs 
de X, J, -, ... qui seront développées en séries convergentes, et qui repré¬ 
senteront les intégrales générales des équations différentielles données, h 
y a plus : on peut affirmer que, dans Vhypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs de x, y, z, ... qui, variant avec t par 
degrés insensibles, rempliront, pour un modale suffisamment petit de 
t — a:, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront des fonctions monodromes, mono gênes et finies de 
la variable t, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables 
X, y, Z, ..., ou même dé une fonction monodrome, monogène et finie 
de ces variables. 

L(‘s UiéoroüH'.s f et If (întraîiicnt avec eux, comme conséquence 
iiuinédiaU'., la proposilion suivante : 

'riiKOUKMU m. —■ Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IJ, 
les inconnues x, y, j:;, ... pourront être développées, à l’aide des for¬ 
mules établies dans le Mémoire de i835, en séries qui seront convergentes, 
tant que le module de la différence t — ^ ri atteindra pas une limite 
pour laquelle se vérifie l’une des équations 
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buées à ces variables; et concevons que Von assujettisse Vinconnue x à la 
double condition de vérifier, pour une valeur variable de t, Véquation 
différentielle 

( 4 ) i),æ=:.r 

et de se réduire à \ pour /î = IJinconnue x pourra être développée, à 
Vaide des formules établies dans le Mémoire de t835, en une série qui 
sera convergente, tant que le module de la différence t — 'T nalteindrri 
pas une limite pour laquelle se vérifie Vune des deux équations 

(5) 1=0, 

( 6 ) 

üLi bien encore une limite pour laquelle X, en consercanL une valeur finie, 
cesse d’être une fonction rnonodrome et mono gène de x et de t. 

Ktant donné entre la variable indépendante i, et x inconnues x, y, 
Z, ... un système d’équations diflerentielles du premier ordre, avec 
les valeurs particulières y], ... de x, y, z, ..., correspondantes 

à une valeur particulière t do la variable t, on peut demander de cal¬ 
culer numériquement d’autres valeurs particulières de x, y, z, ... 
correspondantes à une autre valeur particulière de t. Pour effectiK'r 
cette opération, que j’appellerai intégration définie, il n’est pas néces¬ 
saire de former d’abord les équations qui fournissent, pour une valeur 
variable de t, les valeurs de x, y, z, ... et représentent les intégrales 
générales des équations difTérenticIles données; et l’on peut, sans 
rocliorcher cos intégrales, exécuter une intégration définie, on sui¬ 
vant la marche que j’ai tracée dans mes Leçons do seconde année à 
l’Ecole Polytechnique, et que j’ai rappelée dans le § I du Mémoire' 
de i 835 . Cela posé, il est aisé de voir que l’intégration définie sulïîra 
généralement k la détermination de la limite au-dessous de laquelh' 
le module de la différence ï — t devra s’abaisser pour que les déve¬ 
loppements propres k vérifier une ou plusieurs équations différen- 



(ielles demeurent convergents. Concevons, pour fixer les idées, que 
les équations différentielles données se réduisent à Téquation (4), et 
que la fonction .Y ne cesse jamais d’être monodromc et monogène. Si 
d’ailleurs X ne se présente jamais sous une forme indéterminée, la 
limite cherchée sera le module d’une valeur do — t pour laquelle se 
vérifiera ou la formule ( 5 ) ou la formule (G). D’ailleurs, si l’on pose 

I I 

If — , U — -7 - 5 

c 

et si l’on nomme J ce que devient le rapport ~ — quand on y rem¬ 
place cc par il suffira, pour obtenir la valeur de z — v propre à véri¬ 
fier la formule ( 5 ), d’appliquer l’intégration définie à l’équation dif¬ 
férentielle 

(7) 

et de chercher la valeur de t correspondante à une valeur nulle de u, 
en supposant la variable t assujettie à prendre, pour a = u, la valeur 
particulière t = 'x. Pareillement, si l’on pose 

( 8 ) 

a étant la valeur de X qui correspond aux valeurs v des variables 

|’2 

X, t, et si l’on nomme T ce que devient le rapport — y; v i-i, — f 

1.7 ^ yiC -f- -/i IJ 

quand on y remplace x par sa valeur tirée de la formule 

U 

il suffira, pour obtenir la valeur de t — z propre à vérifier la for¬ 
mule (6), d’appliquer l’intégration définie à l’équation 

et de chercher encore la valeur de i correspondante à une valeur nulle 
de U, en supposant la variable t assujettie à prendre, pour « = u, la 
valeur particulière t — z. 
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On ramènerait de même à l’intégration définie la reclicrclie des 
valeurs de t propres à fournir la limite au-dessous de laquelle devrait 
s’abaisser le module de la diflPérence t ~ 'z, pour que les développe¬ 
ments des intégrales d’un système d’équations difféi’entielles du pre¬ 
mier ordre demeurassent convergents. On pourrait même, dans ce 
calcul, supposer quelques-unes des équations différentielles rempla¬ 
cées par des équations finies, en vertu desquelles certaines variables 
deviendraient fonctions des autres; enfin on pourrait substituer avec 
avantage le système de ces diverses équations, les unes différen¬ 
tielles, les autres finies, à une équation différentielle ou à un système 
d’équations différentielles où se trouveraient des fonctions qui, tout 
en conservant des valeurs finies, cesseraient d’être monodromes et 
monogènes. 

Nous venons d’expliquer comment l’intégration définie peut servir 
à déterminer les valeurs de t parmi lesquelles se trouve celle qui 
fournit la limite au-dessous de laquelle le module de la différence 
! — 'T devra s’abaisser pour que les développements des intégrales 
X, y, d’un système donné d’équations différentielles du premier 
ordre demeurent convergents. 

Lorsque les diverses valeurs de t propres à fournir la limite dont il 
s’agit sont toutes infinies, les développements des inconnues x, y, 
Z, ... sont toujours convergents. Donc alors ces inconnues sont des 
fonctions de i qui ne cessent jamais d’être finies, monodromes et 
monogènes ; en d’autres termes, elles sont des fonctions synectiques 
de la variable t. D’ailleurs certains caractères qui distinguent cer¬ 
taines équations différentielles permettent d’affirmer que leurs inté¬ 
grales sont des fonctions synectiques de i, comme nous le montrerons 
dans un prochain article. 


OKavres de C. — S. l, t. XU. 


27 
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549 . 

Calcul iktégual. — Addition à la Note insérée dans le dernier 
Compte rendu. 

C. R., T. XL, p. 373 (tg février i 855 ). 

Supposons l’inconnue x assujettie : 1“ à vérifier, pour une valeu 
variable de t, l’équation différentielle 

(1) = 

X étant fonction de x et de t; 2“ à prendre, pour ^ = t, la valeur pai 
ticulière 

Supposons encore que la fonction X ne cesse jamais d’être monodroin 
et monogène et ne se présente jamais sous une forme indéterminée 
La valeur de t correspondante au module de t — 'z, pour lequel I 
développement de l’intégrale x cessera d’être convergent, sera fourni 
par une intégration définie appliquée à l’équation (7) de la page aoi: 
c’est-à-dire, à la formule 

(2) dt= T du, 

U désignant l’un des rapports et cette valeur de t, que je dés 

gnerai par t, devra correspondre à la valeur zéro de la variable a. 

Si l’on attribue à u non plus une valeur nulle, mais une valeur inf 
niment petite, t devra très peu différer det; donc alors la dilfércnc 
t — t deviendra elle-même infiniment petite, si la valeur t de l rcsi 
finie. D’ailleurs, on tirera de l’équation (2) 

(3) t — t=f T du, 

t étant considéré, sous le signe J^ comme fonction de la variable i 
et par suite la différence if — t, devenue infiniment petite, sera reprt 
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( 4 ) 
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dans laquelle £ et / — t seront infiniment petits, en sorte qu’on pourra 
généralement y poser, sans erreur sensible, t = t. Donc, pour que la 
valeur t de ^ reste finie, il sera nécessaire que cette intégrale singu¬ 
lière offre une valeur infiniment petite. C’est ce qui arrivera, en 

général, quand on aura « = Ÿ’ Mais, si l’on prend l’inté¬ 

grale (4) deviendra 

1 

r"— 

1 a' 


En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Si, la fonction X ne cessant jamais d’être monodrome 
ou monogène, l’intégrale singulière 


1 



0 


conserve une valeur finie, la valeur t de t, pour laquelle le développement 
de rintégrale x de réquation (i) cessera d'être convergent, rendra la 
fonction x infinie ou indéterminée. 

Corollaire. — Comme l’intégrale singulière 



loin d’acquérir une valeur infiniment petite, est équivalente a 



e 


par conséquent infinie, l’intégrale (5 ) ne pourra généralement devenir 
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infiniment petite que dans le cas où la supposition x 
la condition 


- en traînera 

O 


( 6 ) 


X 

J' 


: O. 


Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Si l’on nomme X une fonction de x et de t, qui, tou¬ 
jours monodrome et monogène, ne devienne jamais ni indéterminée, ni 
infinie, pour des valeurs infinies de x et de t', si d’ailleurs, pour une 
valeur finie de t, le rapport ^ ne s’évanouit pas avec —■> l’intégrale 
de l’équation 


X 




sera une fonction synectique de t. 

Corollaire. — Si X est une fonction entière de x et t, cette fonction 
ne pourra devenir infinie qu’avec les deux variables a;, t, ou du moins 
avec l’une d’entre elles. Donc alors, si, pour une valeur finie de la 
variable t, le développement de l’intégrale x de l’équation 


T)tx 


cesse d’être convergent, on aura tout à la fois, pour cette valeur finie 
de t. 


(7) 


œ 


JC 


~o. 


Mais ces deux dernières conditions s’excluront l’une l’autre, si X l'sl 
indépendant de x, ou du premier degré en x, c’est-à-dire si l’équa¬ 
tion proposée est linéaire et de la forme 


( 8 ) 


Dftz — A’ f ( ^ ) H- F ( ), 


f(i 5 ), désignant doux fonctions entières de L Donc, en vertu du 
théorème II, 1 intégrale générale de l’équation (8) sera une fonction 
synectique de ce qu on reconnaît aisément à la seule inspection de 
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cette intégrale représentée par la formule 

i 


mdi 


(9) 


X — e 


- 


r(0 dt I 

Vit)dt . 


En général, si le rapport ne s’évanouit pas avec et si X ne 

cesse jamais d’être monodrorne et monogène, le développement de x 
ne pourra cesser d’être convergent que pour un module de / — v cor¬ 
respondant à une valeur de t qui rendra la'fonction X infinie ou indé¬ 
terminée. Ainsi, par exemple, le développement de l’intégrale x de 
l’équation 


(.0) 


1 ). 


a étant un cocilîcient constant, ne pourra cesser d’être convergent 
que pour une valeur de t déterminée par la formule 


(lO 


X —H t • 


Il est aisé de vérifier cette conclusion, attendu que l’intégrale de 
l’équation (10) est 




(13 ) 


i = (^-HT-t-i5!)e “ —{x—a). 


et que la valeur de x tirée do cette dernière formule S(\ développe en 
série convergente jusqu’au moment où le module de la différence / — v 
atteint la limite pour laquelle se vérifie la condition 


■r-t 


■ (^ 'T H” C 


X -1— t 
a 
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Calcul intégral. — Sur la nature des intégrales d’un système 
d’équations différentielles du premier ordre. 

C. K., T. XL, p. 376 (19 février i855). 


Le second des théorèmes rappelés dans la précédente séance entraîr 
évidemment la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient, comme dans les précédents Mémoires, 

X, y, Z, ... 

des inconnues assujetties : \° à vérifier, pour une valeur variable de 
des équations différentielles de la forme 

(r) D,^-X, Bty=M, J)iZ=zZ, 

X, Y, Z, ... étant des fonctions données de t, x, y, z, ...; “2.° à prendr 
pour t = X, les valeurs particulières 

( 2 ) a? = ^, y = -n, - = 

et supposons que les fonctions 

X, Y, Z, ... 


restent monodromes, mono gènes et finies dans le voisinage, des valet 
r:, 7], , attribuées aux variables x, y, z, .... On pourra sat 

faire, pour un module suffisamment petit de la différence t — ai 
deux conditions énoncées, par des valeurs convenables de x, y, z, ... ; 
ces valeurs, qui représenteront les intégrales des équations (i), sert 
des fonctions monodromes, monogènes et finies de t, tant que la dij 
rence t — -t n atteindra pas une limite pour laquelle se vérifie l’une c 
conditions 


(3) 



( 4 ) 


• • ? 
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ou bien encore une limite pour laquelle une des fonctions 

X, Y, Z, ... 

offre une valeur indéterminée (^), ou cesse d'être une fonction mono- 
drome et mono gène des variables t^ y ^ .... 

Le théorème I entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théorème IL — Concevons que, 'T étant Vajfîœe d'un point déter¬ 
miné A, on nomme S une aire qui de toutes parts enveloppe le point A/ ej 
que l'on assujettisse le point mobile P, dont la variable réelle ou imagi¬ 
naire t représente Vaffixe, à demeurer compris dans l'aire S. L'aire P 
venant à croître et à s'étendre de plus en plus autour du point A, 
v^aleuT's de x, y, z, ..., assujetties à vérifier les équations (i) et les con¬ 
ditions ( 2 ), seront des fonctions mono drames, mono gènes et finies d( 
Vaffixe t, jusqu'au moment ou cette affixe vérifiera, pour un ou plusieiin 
points situés sur le contour de l'aire S, l'une des formules (3) ou oi 

bien encore l'une des formules qu'on obtiendra en supposant indéter¬ 
minée l'une des fonctions 

X, Y, Z, ..., 

ou enfin l'une des formules qui exprimeront que X, Y, Z, en conser 
vaut des valeurs friies, cessent d'être des fonctions monodromes et mono 
gènes de t, x, y, z, .... D'ailleurs, d'après ce qui a été dit dans le 
dernière séance, /'intégration définie suffira généralement à la détermi¬ 
nation des divers points dont il s'agit, et des valeurs de t correspondantes 
à ces mêmes points. 

Corollaire L — Si les fonctions 

X, Y, Z, ... 

(1) Le cas où Tune des fonctions X, Y, Z, ... offre une valeur indéterminée m6riL( 
une mention spéciale, cette indétermination pouvant se produire pour certaines valeur: 
des variables, sans que la fonction cesse d’être, pour des valeurs voisines, monodrom< 

et monogène. Ainsi, par exemple, la fonction — reste monodrome et monogône, dans 

le voisinage des valeurs = 0 , ^ = 0 , qui la rendent indéterminée. 
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ne cessent jamais d’être monodromes et monogènes, les intégrales æ, 
r, Z, ... des équations (i) ne pourront cesser de l’être que pour 
des valeurs de t propres à rendre ces fonctions indéterminées, ou à 
vérifier les formules ( 3 ) ou ( 4 )- D’ailleurs, à ees valeurs de l corres¬ 
pondront dos points isolés C, C', C", , complètement déterminés de 

position dans le plan des affixes. Soient t la valeur finie de l relative à 
l’un de ces points, et 

»•, V, ■ 

t 

les valeurs correspondantes de æ, y, z .Pour savoir si les inté¬ 

grales X, y, Z, ... des équations (i) cessent d’être monodromes (d 
monogènes dans le voisinage de la valeur ^ = t, il suffira de recourir 
à l’intégration par approximation des équations (i) et do éhercher les 
valeurs x, y, z, ... correspondantes à des valeurs infiniment pctit('s 
de Z — t. On y parviendra sans peine, si les valeurs r, ij, 3, ... sont 
finies, en observant qu’à des valeurs infiniment petites de ^ — t cor¬ 
respondront des valeurs infiniment petites des différences 


y — v, z — i, 

et en négligeant les infiniment petits d’ordres supérieurs relativement 
à ceux qui seront d’un ordre moindre. Si une ou plusieurs des quan¬ 
tités r, 1), 3, ... sont infinies, on pourra résoudre la question en sub¬ 
stituant aux quantités 

c V, ... 

des quantités 

t, X, y, Z, ... 

qui en soient très voisines ('), attendu qu’alors celles des quan¬ 
tités r, ij, 3, ... qui étaient infinies se trouveront remplacées par 

dei'iariabîes ^ 

X: -, ... 

qui deviendront inBnies ponr r = t, les rapports qui correspondront à ces variables dans 



EXTRAIT N° 550. 


217 


des quantités finies, mais dont les modules seront très considé¬ 
rables. Si, pour abréger, on pose 

(5) l — t = 0, x — \ = a, y —y = 6, z — z = y 

on pourra, dans tous les cas, substituer aux équations (i) des équa¬ 
tions différentielles entre les variables 


d, a, 6, y, ... 

et intégrer par approximation ces équations différentielles en suppo¬ 
sant les nouvelles variables infiniment petites. 

Ajoutons que, si quelques-unes des fonctions X, Y, Z, étant 
implicites, cessent d’être monodromes et monogènes, on pourra sou¬ 
vent, avec avantage, comme je l’ai montré en 1846, substituer aux 
équations finies qui déterminent ces fonctions implicites de nou¬ 
velles équations différentielles. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’intégrer l’équation 
différentielle 


( 6 ) l)ix=:y, 

Y étant une fonction implicite de x déterminée par la formule 

(7) O, 

dans laquelle ((x,y) désigne une fonction toujours monodrome et 
monogène de æ et de y. Supposons d’ailleurs que, pour 1 = 1, on 
doive avoir x='i et, en vertu de la formule (7), j = yj. A l’intégra¬ 
tion do l’équation (G) on pourra substituer avec avantage l’inté¬ 
gration simultanée do deux équations différentielles 

( 8 ) Jitx=y, Y)ty = Y, 


la valeur de T étant 
(9) 


F = 


({x,y) 
Dy l(x,y) 


et les intégrales x, y étant assujetties à prendre, pour les 

OEnvres di C. — S. I, t. XII. 28 
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valeurs particulières y]. Cela posé, l’aire S venant à s’étendr 
les valeurs de t, pour lesquelles les intégrales x, y pourront cess 
d’être des fonctions monodromes et monogènes de t, seront cell 
pour lesquelles se vérifiera l’une des formules 

(lo) ^ — y)~o, 

ou bien encore la foi'mule 

. s 7Dxf('^, y) _ O 

” Dyl'(«,7) O 

Soient t l’une de ces valeurs de i, et t une autre valeur très vc 
sine. Soient d’ailleurs x, y les valeurs de x et y correspondant' 
à Z = t, et posons, pour abréger, 

( t 2 ) x — %~a, y —y = S; 

a, 6 deviendront infiniment petits en même temps que 0, et en veri 
de l’équation (7), si a est un infinimentpetit du premier ordre, 6 se 
un autre infiniment petit dont l’ordre sera un nombre fractionnai!' 
Soit p. cet ordre. Pour que l’intégrale x ne cesse pas d’être une fon 
tion monodromc et monogène de t, dans le voisinage de la valeur di 
attribuée à l, il sera nécessaire et il sulfira que p. soit de l’une d 
formes 

I 1 

I-; 1, ï -4- -, 

n n 

n étant un nombre entier quelconque. 

En appliquant ces principes au cas où î{x,y) est une fonctif 
entière des doux variables x, y, on déterminera généralement av 
facilité les conditions sous lesquelles l’intégrale x de l’équation (( 
est une fonction toujours monodrome et monogène de la variable 
Si l’on suppose en particulier 


J»""— F(a-), 
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F(æ) étant une fonction entière de æ, on retrouvera les résultats 
obtenus par MM. Briot et Bouquet. 

Si l’on supposait 

f(«.y)=7‘ — Q, 

P, Q étant des fonctions entières de x, alors, pour que l’intégrale x 
ne cessât pas d’être monodrome et naonogène avec la valeur de t cor¬ 
respondante à une valeur inlînio de x, il serait nécessaire que le 
degré de la fonction P se réduisît à l’un des nombres 

O, I, 2, 3, 4) 

et le degré de la fonction /*-— 0 à l’un des nombres 

O, 2, 3, 4, 5, 6, 8; 

alors aussi, pour que l’intégrale x ne cessât pas d’être monodrome et 
monogi'-nc dans le voisinage d’une valeur de t correspondante à la 
dernière des formules (lo), il serait nécessaire que l’équation 

P^-—Q = o 

n’admît pas do racines simples. 

Nous venons de voir comment on peut ou démontrer que les inté¬ 
grales X, y, Z, ... des équations (i) sont des fonctions toujours mono- 
dromes et homogènes de la variable t, ou déterminer les valeurs de t 
pour lesquelles ces intégrales cessent d’être monodromes et mono- 
gènes. Si, dans le dernier cas, on cherche, parmi les valeurs trouvées 
de /, celle qui fournit le plus petit module de t — t, celui-ci sera la 
limite au-dessous de laquelle il suffira d’abaisser le module de la dif¬ 
férence l — 'Z pour obtenir des valeurs de x, y, z, ... ^ développables 
en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de 
cette différence. 

Nous remarquerons, en finissant, que les fonctions monodromes 
et monogènes sont précisément celles auxquelles s’appliquent les 
divers théorèmes que nous avons insérés dans le Tome XXXII des 
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Comptes rendus (année i 85 i, i'*'semestre), spécialement le théorème 
énoncé à la page 212 et ceux qui s’en déduisent. 


551 . 

Analyse mathématiqüe. — Sur la. distinction et la represenlation 
des fonctions continues et discontinues. 

C. R., T. XL p. 382 (ig février i855). 

Un moyen efficace d’accélérer les progrès des Sciences malh(‘.ma- 
tiques est de perfectionner les notations. Il importe surtout que ces 
notations soient claires, précises, et n’exposent jamais le lecteur à 
confondre entre elles des quantités ou des fonctions complètement 
distinctes. Pour éviter cet inconvénient, j’ai cru devoir, dans mon 
Analyse algébrique, publiée en 1821, restreindre le sens des nota¬ 
tions dont on se servait pour exprimer les logarithmes réels ou ima¬ 
ginaires, des puissances fractionnaires ou irrationnelles, et h'S arcs 
correspondants à des lignes trigonométriques données. Le parti (fue 
j’ai pris alors d’appliquer chacune de ces notations à une seule fmic- 
tion dont la valeur dépendait uniquement de la valeur attribuée à la 
variable a été généralement adopté parles géomètres. .l’ai moi-inéme 
constamment suivi cette règle depuis 1821. Seulement, dans mes der¬ 
niers Ouvrages et Mémoires, j’ai, avec M. Bjoerling, étendu rusag(' de 
chaque notation au cas même où la partie réelle de la variable, dont 
une fonction dépend est une quantité négative. 

Toutefois, il importe de le remarquer, entre les propriétés dont 
jouissent les diverses fonctions habituellement employées on Analyse, 
l’une des plus saillantes est la continuité, telle que je l’ai définie dans 
l’Ouvrage cité, en nommant fonctions continues celles qui acquièrent 
des accroissements infiniment petits pour des accroissements infîni- 


(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3ii. 
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ment petits des variables dont elles dépendent; et, pour ce motif, il 
semblerait utile, suivant une observation judicieuse de M. Herinitc, 
d’appliquer les notations usitées, non plus à des fonctions qui, uni¬ 
quement dépendantes de la valeur attribuée à une variable, dcvfennenl 
discontinues quand cette variable dépasse certaines limites, mais à 
des fonctions assujetties à varier avec elle par degrés insensibles, 
par conséquent à des fonctions qui ne cesseraient jamais d’être con¬ 
tinues. 

J’ai cherché à réunir les avantages que présentent l’une et l’autre 
méthode, et j’ai reconnu qu’on pouvait y parvenir à l’aide d’un pro¬ 
cédé très simple. Ce procédé, qui multiplie les ressources de l’Ana¬ 
lyse, consiste à introduire simultanément dans le calcul deux espèces 
de fonctions, les unes toujours continues, les autres continues seu¬ 
lement entre certaines limites, mais uniquement dépendantes des 
valeurs attribuées aux variables. Je me sers, pour exprimer ces der¬ 
nières fonctions, des notations usuelles; quant aux fonctions qui 
deviennent toujours continues, je les distingue à l’aide d’un trait 
horizontal, qu’il est naturel do prendre pour signe de cette conti¬ 
nuité, et que je superpose aux notations dont il s’agit. 

Ainsi, en particulier, r étant le module et p l’argument principal 
d’une variable imaginaire 

^ />, 

celui des logarithmes népériens de z, dans lequel le coelïîcient de i 
est renfermé entre les limites — u, sera, suivant l’usage, repré¬ 
senté simplement par la notation k, en sorte qu’on aura 

1 c = 1 r -H i /? ; 

mais, en superposant un trait horizontal à la lettre caractéristique 1, 
nous représenterons par la notation 

ï- 

un logarithme népérien de la variable z, assujetti à varier avec elle 
par degrés insensibles. D’ailleurs, il n’est pas sans intérêt de com- 
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parer entre eux des logarithmes de l’une et l’autre espèce, comme 
nous allons le faire voir en peu de mots. 

Soit Z une fonction toujours monodrome, monogèno et finie de la 
variable soit encore '( une valeur particulière attribuée à Conce¬ 
vons d’ailleurs que, dans un plan donné, C soit l’alBxe d’un point 
déterminé A, s l’affixe d’un point mobile P, et que le point P soit 
assujetti à se mouvoir, avec un mouvement de rotation direct, sur le 
contour d’une certaine aire S. Nommons s l’arc AP mesuré sur ce con-, 
tour à partir du point A, et faisons 

(1) Z — X^Y\, 

X, Y étant réels. Enfin, supposons que Z ne s’évanouisse en aucun 
des points situés sur le contour de l’aire S, et que, pour s == 'C, ou, 
ce qui revient au même, pour s — o, on ait précisément 

(2) ÎZ = 1Z. 

s venant à croître, X, Y varieront avec s par degrés insensibles, et \Z 
ne pourra cesser d’être fonction continue de s qu’à un instant où, 
X étant négatif, F passera d’une valeur négative à une vahnir posi¬ 
tive, ou d’une valeur positive à une valeur négative. Or, à un tel 
instant, la fonction \Z, devenue discontinue, passera brusquement 
de la valeur — zi à la valeur zi, ou de la valeur z i à la valeur — zi; 
et par suite, pour qu’elle redevienne continue, on devra lui ajouter 
dans le premier cas — 2zi, dans le second cas 2zi. Cela posé, con¬ 
cevons que, pour une valeur de s propre à vérifier la condition 

(3) rr=o,' 
on nomme indice de la fonction 

£ 

Y 

une quantité qui se réduise à zéro quand ce rapport, en passant par 
1 infini, ne change pas de signe, et à -f-1 ou à — i lorsque dans ce 
passage il change de signe, savoir à -4-1 quand il passe du négatif 
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au positif, et à — I dans le cas contraire. Il est clair qu’à partir du 
moment où, pour la première fois, la valeur de s vérifiera l’équa¬ 
tion (3) avec la condition 

(4) < O, 

la formule ( 2 ) devra être remplacée par la suivante 

(5) ÎZ = IZ-t-2Ttki, 

k étant l’indice correspondant à cette valeur de s. Par suite aussi, 
lorsque le point mobile P aura décrit, avec un mouvement de rota¬ 
tion direct, une portion quelconque du contour c de l’aire S, on aura 

( 6 ) ÏZ=: IZh- 27lKi, 

K désignant la somme dos indices de la fonction y correspondants 
aux diverses valeurs de s qui vérifieront l’équation (3) avec la con¬ 
dition (II). Enfin, si l’on désigne par la notation [S] la valeur qu’ac¬ 
quiert cotte somme à l’instant où le point P revient à sa position ini¬ 
tiale A après avoir décrit le contour entier c de Faire S, on aura en cet 
instant, c’est-à-dire pour s = c, 

( 7 ) ïifrrlirH- 27t[S]i.' 

Par conséquent, le produit 2 Tc[S]i représentera l’accroissement que 
prendra la fonction ÎZ, tandis que l’arc s passera d’une valeur nulle 
à la valeur c. Pareillement, si l’on désigne par la notation (S) la 

somme des indices de la fonction y correspondants aux diverses 
valeurs de s qui, étant égales ou inférieures k c, vérifieront l’équa¬ 
tion (3) avec la condition 

( 8 ) , Jr>o, 

le produit 2 - 11 ( 8)1 représentera l’accroissement que prendra la fonc¬ 
tion î(— Z), tandis que l’arc y passera d’une valeur nulle k la valeur c; 
et par suite, si l’on suppose que, pour ^ = o, on ait précisément 


(9) 


1(_Z)=-1(-Z), 
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on aura, pour s = c, 

(10) T(-.?)=:l(-Z)H-27î(S)i, 

la valeur de 1 (- Z) étant la même dans les formules (9) et (10). Par 
suite aussi l’accroissement que prendra la difféicnce 

\(-Z)-lZ, 

quand S passera d’une valeur nulle à la valeur c, sera le produit de 

2î:i par la différence 

^ (S)-[S]. 

DIais, de ces deux différences, la première évidemment devra se 
réduire à l’accroissement que prendra 

î(-0, 

quand le point mobile P aura décrit le contour entier de l’aire S, 
c’est-à-dire à zéro, puisque ï(—i) sera indépendant de .v. Donc la 
seconde différence devra elle-même s’évanouir, et l’on aura 

(11) [S] = (S). 

Ainsi, tandis que l’arc s passe d’une valeur nulle à la valeur c, la 
somme des indices de la fonction y correspondants à des valeurs 
négatives de X coïncide avec la somme des indices correspondants à 
des valeurs positives de X; chacune de ces deux sommes est dorn; 
la moitié de la somme totale des indices de la fonction 'y, ou, (uv 

d’autres termes, la moitié de son indice intégral. 

Lorsqu’en considéi’ant non plus des logarithmes, mais des puis¬ 
sances fractionnaires ou irrationnelles, ou des arcs de cercle corres¬ 
pondants à des lignes trigonométriques données, nous assujettirons 
ces diverses fonctions à la loi de continuité, nous indiquerons encore 
cette circonstance à l’aide d’un trait horizontal superposé à ces fonc¬ 
tions, en écrivant par exemple : 


ai'c rangs, arcsins, 
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D’ailleurs la comparaison de ces fonctions à celles qu’indiquent les 
notations usuelles fournira encore des équations analogues aux for¬ 
mules ( 5 ), (6), (7) et (10). 

Dans un autre article, nous montrerons avec quelle facilité ou 
déduit de ces formules le théorème sur le nombre des racines ima¬ 
ginaires d’une équation propres à représenter les affixes de points 
enveloppés par un contour donné, et d’autres propositions qui méri¬ 
tent d’être remarquées. 


552 . 

Calcul invinitksimal. — Sur les rapports différentiels des quantités 
géométriques, et sur les intégrales synectiques des équations 
différentielles. 

G. R., T. XL, p. ^43 (20 février i855). 


§ I. — Happons différentiels des quantités géométriques. 

Soient x, y deux quantités géométriques, et y] deux valeurs 
qu’acqui'ercnt simultanément ces mêmes quantités. La valeur cor¬ 
respondante du rapport différentiel 

(O — 

' ' clvC 

ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera le rapport 
aux différences finies 


tandis que le module de la différence a;- ^ décroîtra indéfiniment. 
D’ailleurs cette limite, qui dépendra généralement de la valeur E 
attribuée à a;, dépendra, en outre, si y n’est pas une fonction mono- 
gene de x, de l’argument de la différence x — ou, en d’autres 

OJiuvres de C . — S. I, t. XU. 
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termes, de la direction qu’aura la droite menée du point dont ^ est 
l’alFixe, au point mobile dont l’alTixe est représentée par la lettre jr. 

Si les variables cc, y sont des fonctions données d’une autre 
variable /, on pourra dire encore que le rapport différentiel 


( 3 ) 




D.v 

D«Jî 


est la limite vers laquelle converge le rapport aux différences finies 


Y — V 

-- J 

Æ' — Ç 

tandis que l s’approche indéfiniment de la limite c pour laquelle on 
a x = ^,y = r]. D’ailleurs, si l’on nomme p le module et cr l’argii- 
niont de la différence t — r:, en sorte qu’on ait 

^ ■“ pïîT, 

la limite dont il s’agit pourra dépendre de l’argument ni. 

Si, Z étant nul ou même infini, on pose simplement 

la valeur commune des deux rapports 

D,jk ,r —•/) 

correspondante à la valeur v de {, dépendra encore généralement de 
l’argument w de la variable ou, ce qui revient au môme, de l’argu¬ 
ment — CT de 

t 

Si V] s’évanouissent, la valeur de 


ûy _Di y 

d,r Di^; ’ 

correspondante à / ~t, ne sera autre chose que la limite vers laquelle 


convergera le rapport 
( 4 ) 
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7 

æ 


tandis que t s’approchera indéfiniment de c. 

Pour faire mieux saisir ce qui précède, supposons 

(5) djrrcosi, = 


la valeur du rapport 


X 


1 

e 




correspondante à une valeur infinie de l, sera — i ou i, suivant qiu' 
le coefficient de i dans i sera négatif ou positif, ou, ce qui revient au 
même, suivant que sinw sei’a négatif ou positif; et il est facili* de 
s’assurer que la valeur de correspondante à = si-ra olli-- 

meme égale à — i dans le premier cas, à i dans le second. 

Si l’on posait 

(6) a:=:cosi'’‘, yrrsin/!"', 


/n étant un nombre entier, alors, pour -, la valeur commune des 
deux rapports 

y 

iï’ (i x- 

passerait 2 to fois de la valeur — i à la valeur i, ou réciproquement, 
tandis que l’on forait varier l’argument ct entre les limites — -, -t- 
Les rapports (i) ou ( 3 ), et (2) ou ( 4 ) ayant la même valeur pour 
/ = c, leur valeur commune pourra sc déduire de la considération do 
l’un quelconque de ces deux rapports. Cette remarque peut quelque¬ 
fois être utile. Concevons, pour fixer les idées, que les variables .x, y 
soient assujetties à vérifier les équations différentielles 

et que l’on demande la valeur du rapport ^ pour une valeur infinie 
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de la variable indépendante t. En nommant 0 cette valeur, on aura, 

pour ^ 

X \iiX ’ 

et par suite les formules (7), desquelles on tire 

VjZ —_ f 

Uix /’ 

donneront 

6=—~, ô = ±;i. 

Donc le rapport ^ offrira, pour t = deux valeurs distinctes — i, 
+ i, ce qui est exact. 

§ II. — Intégrales synectiques d’équations différentielles. 

J’appelle synectique une fonction qui, pour une valeur finie d(^ la 
variable dont elle dépend, est toujours, non seulement monoclrome et 
moaogène, mais encore finie. Les fonctions entières d’une variabh* 
indépendante t, et celles qui se développent, suivant les puissances 
entières et ascendantes de t, en séries toujours convergentes, par 
exemple 

e', cosi, siiu, 

sont des fonctions synectiques de t. 

Etant donné, entre la variable indépendante t et plusieurs incon¬ 
nues a;, j, Z, ..., un système d’équations différentielles, on pourra 
souvent, à l’aide des principes exposés dans les séances précédenti's, 
s’assurer que leurs intégrales sont des fonctions synectiques de t. 

Concevons, pour fixer les idées, que x y soient assujetties à 
vérifier les deux équations 

\)iX=y, Dty = -x. 

Los seules valeurs de t pour lesquelles u;, y pourront cesser d’être 
monodromes et monogènes seront celles qui correspondront à des 
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valeurs infinies de x ou dey. D’ailleurs, à une valeur finie de l’une 
des variables x, y répondra, on vertu des formules (r), une valeur 
finie de l’autre. Donc elles deviendront simultanément infinies, et 
ne pourront cesser d’être monodromes et monogènes que pour une 
valeur t do t, qui rendra a; et y infinies. D’ailleurs, si l’on nomme 0 
la valeur qu’acquerra le rapport pour des valeurs infinies de x et 

dey, on trouvera (^voir le § I) 0 =±; i, et l’on aura sensiblement, 
pour de très grands modules de x et dey, 

^ = 5 . 

X 

Donc, pour une valeur de t voisine de t, la première des équa¬ 
tions (i), que l’on peut écrire comme il suit. 


donnera sensiblement 

i'X 

])ar conséquent 

Donc la valeur t de t correspondante à des valeurs infinies de x et 
d(!y sera elle-même infinie, et, pour des valeurs finies de t, les inté¬ 
grales X, y des équations (i) seront toujours, non seulement mono¬ 
dromes et monogènes, mais encore finies; en d’autres termes, ces 
intégrales seront des fonctions synectiques de/. Cette conclusion est 
d’ailleurs facile à vérifier, puisque, en intégrant les équations (i), 
on trouve 

« =/•cos(/ —t), y = sin(f —i), 

r, 'Z étant deux constantes arbitraires. 

Lorsqu’une fonction ;; de t est toujours monodrome et monogène, 


y 


=: ^ dix, 


^ — t ; 


1]^ 


I , X I 

t»— — 

0 0 O 
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on peut eu dire autant du rapport 



et môme de la dérivée 

D«ï=, 

n étant un nombre entier quelconque. Si cette dérivée se décompose 
en deux parties u et e, toujours monodromes et monogènes, on pourra 
satisfaire à l’équation 

(2) ])" ï; ~ H H- 

en posant 

(3) . = 2:, 

X 

(4) D? D«r.r=:r, 

et alors x, y seront encore monodromes et monogènes. Il y a plus : 
X, y seront toujours finies, pour des valeurs finies de i, et se rédui¬ 
ront en conséquence à des fonctions synectiques de l, si les fonc¬ 
tions U, e restent finies, la première quand on pose - = la seconde 
quand on pose ^ = o. Ce principe fécond s’applique avec avantagi' à 
la discussion des intégrales des équations différentielles. Il met (ui 
évidence leurs diverses propriétés, et conduit, avec une grande faci¬ 
lité, à la représentation, sous forme fractionnaire, des fonctions cir¬ 
culaires, elliptiques et abéliennes. Pour donner une idée de ces appli¬ 
cations, je me bornerai à deux exemples. 

Considérons d’abord la fonction circulaire 

(5) ^ = lang(^ —r). 

Elle se confond avec l’intégrale z de l’équation différentielle 

(6) = 

cette intégrale étant assujettie à s’évanouir avec la différence l — v. 
D ailleurs, en vertu de la formule (6), z sera une fonction toujours 



EMit \IT :y;u. 

rnonmlromi' rr lioiiKijriMic «h* /. saii^ .'•ir,* h.j,,, , 

valeur iiiîinir de l■(îrre.s|Ht!l(lI•a luie valt-iir liiii.* .i, 
faire à ré([nîilion {(>), jirésentre m,ii> f;, jnri,j,. 

(7) 

i 1 suffira «le |»<iser 
(3) 

(S) 

et alors ar,v seront Ci'rtainemont synecti«iii«‘s, jH!i>«nriU - ruj,!. ; 
seulement monotlromt-s et monogènes, mais toujoni- fini^ [..eit ^- 
valeurs finies de /, v n«> cessant pas de l'être ponr ; : m ; |..!i s 

= O. On arriverait encore à «?ette «“oiudusion i-ii ..}w, i v.ii i oh i' - 
équations ( 8 ), eu égard à la formule ( h. n.ïn.-id.oit .n. .- è-. , ,pis¬ 
tions (i). 

Considérons en s<’cnnd lieu l’intégrale :: «le re«jna!i..îi dillu-.n- 
tielle 

(9) D,;-Z, 
la valeur de Z étant de la forme 

(10) /fl ! — (Î — /ijjP* (ï — r:: 

les lettres a, l, c, h désignant d’ailleurs des paramètres 
conques réels ou imaginaires, et u., a', a", ... étant des fradio»- 
réduites à leurs plus simples expressions. Supposons que = di»i\i*-f 
réduire à Z, pour t = Nommons m le nombre des exp«»sants a . 
U.", . .., que nous supposerons rangés dans leur ordre de grandeur, 
ou, ce qui revient au même, le nombre de facteurs variabb's de /. 
dont chacun est réduit par le trait superposé à une fomuion « iiiiuiiue 
de et faisons, pour abréger, 

(11) pi -4- 4-.. . V. 
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Pour (}uo l’inlégrale z de l’équation (9) soit une fonction toujouis uio- 
nodromo et monogène de t, il sera nécessaire et.il suffira (page 218) 
que chacun des nombres 

p., p', p", p"', . . ., V 


soit de l’une des deux formes 

T I 

(12) I- 6 tI^-) 

^ ^ ' n II 


n étant un nombre entier; donc alors, si l’on n’a pas v = o, ce qui 
réduirait Z à A et l’intégrale s à la fonction symétrique (-i-/î(/~c), 
chacun des nombres 


p, p', p", p' 

sera un des termes de la suite 


(•3) 


I 


2 


2 3/55 

3’ 4’ 5’ 6 ’ * 


ï, • 


. V 


7 6 5 4 3 

y. y y -, 

6 5 4 S 2 


Cette condition étant supposée remplie, on aura nécessairement 


(i 4 ) “ < V < 2, 

le signe étant censé comprendre le cas d’égalité. En conséquence, 

m . . - 

— ne pouvant surpasser 2, m sera l’un des nombres i, 2, 3, /| ; (d, 

- w. 

SI — = 2, on aura nécessairement 


v = 2, p' = p"=p'"=u"'=i. 

2 

En outre, le plus petit entre plusieurs nombres no pouvant jamais 
surpasser leur moyenne arithmétique, on aura, dans tous les cas. 


{16) 


^ V 2 

F< — < — 
m m 


et, en particulier, pour m = 3, 

3 

An O ^ 

3 ’ 


^ 7 ) 


V -zz - ou 2, 
2 ’ 




P - ^ —p-p'. 
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le signe < comprenant toujours le cas d’égalité. Par suite, si m = 3 , 
les valeurs de v, i;., p.', tx” seront celles que présente l’une des lignes 
horizontales du Tableau suivant : 



Si maintenant on suppose [j.= 2, la formule (i 4 ) donnera v> 1; 
donc V sera de la forme ^ H- pouvant être infini, et 2 — v sera de 

la forme i — Donc alors, on posant v' — 2 — v, on réduira l’équa- 
I ion 

(19) fi'H-fi" T-V 

il la forme 

(ao) fi'+fi"4- v'= 2, 

p.', |x", v' étant trois termes d(i la série (i 3 ). Donc, si l’on n’a pas 
V -- 2, et jiar suite v' — o, les nombres p., p.' propres h vérifier l’équa- 
fion (tq) seront deux quelconques des termes compris dans l’une des 
quatre dernières lignes horizontales du Tableau (18). Si l’on suppo¬ 
sait V 2, la formule (iG) donnerait p. <11, et p., p.'se réduiraient à 
deux nombres de la forme 

I 1 

I-, I -1—) 

n n 

n pouvant être infini. 

Enfin, si l’on supposait « =: i, p. = v pourrait être l’un quelconque 
des termes de la série (i 3 ). 

OEnvres de C. — S. I, t. XII. 


3o 
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Ainsi, dans tous les cas, à l’aide des seules formules (i 4 )> 

(17), (20), on peut déterminer immédiatement, avec la plus grande 
facilité, les divers systèmes de valeurs de p., p-% p-", • •. pour lesquelles 
l’intégrale - de l’équation (9) est une fonction toujours monodrome 
et monogène de la variable l, et retrouver, de cette manière, les 
résultats obtenus par MM. Briot et Bouquet. D’ailleurs, en adoptant 
l’un quelconque de ces systèmes et en désignant par n le dénomina¬ 
teur de la fraction v réduite à sa plus simple expression, on tirera do 
la formule (g) 

(21) D?Î 3 = Dr‘|- 

D’autre part, chacune des fonctions p, a', p", ... ayant pour dénomi¬ 
nateur un diviseur de /z, la valeur de D"~' tirée des formules (9) 
et (10), se réduira évidemment à une fonction entière de i: et do -■ 

Donc l’équation (21) sera de la mémo forme que l’équation (2), et 
l’intégrale s de l’équation (9) pourra être présentée sous la forme 

y 

^ — —} 


y et æ étant deux fonctions synectiques de i, déterminées par deux 
équations semblables aux formules (4). 

Si l’on suppose, en particulier, 

( 22 ) Z=(I — 52)2(1-/,-5-5)2, 

k désignant une constante réelle ou imaginaire, on aura 
Z Z 7- T 

par suite, l’équation (21) sera réduite à la formule 

D|Ï5 = — ^ 


( 23 ) 
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(T les équations (4) aux deux formules 

(24) , D|îj = _^, ïif\x = -k^z\ 

en vertu desquelles j, x seront deux fonctions synectiques de /, dont 
le rapport représentera l’intégrale s de l’équation (9). Si d’ailleurs 
s’évanouit avec t, cette intégrale sera la fonction elliptique sinamz, 
dont l’une des plus belles propriétés est celle que nous venons 
d’énoncer, et que manifestent les formules (24). 

La conclusion à laquelle nous sommes parvenu pour l’intégrale de 
I équation (9) est précisément celle à laquelle M. Weierstrass est 
arrivé, non seulement pour les fonctions elliptiques, mais aussi pour 
les fonctions abélicnnes, dans un Mémoire que renferme le Tome XIX 
du Journal de M. Liouvillc. Dans ce beau travail, l’Auteur, rappelant 
deux autres Mémoires composés par lui sur le même sujet, en 1840 
et 1847, énonce le principe général sur lequel s’appuie la décomposi¬ 
tion de l’équation ( 3 ) en deux autres de la forme (4), puis il indique 
la marche qu’il a suivie pour obtenir, sous forme fractionnaire, les 
fonctions abélicnnes. Il ajoute que sa méthode, appliquée aux fonc¬ 
tions elliptiques, réduit sinam/ à la forme 7 et a? étant détermi¬ 
nés par les formules 

(25) D? 1 Y [)f l,r Z!. 

Autant que j’en puis juger, d’après les indications que donne 
M. Weierstrass, la principale différence entre sa méthode et celle 
que je viens d’exposef consiste en ce que, dans l’une et dans l’autre, 
on arrive, par des considérations différentes, à prouver que les inté- 
gralesj, x des équations ( 23 ) ou ( 25 ) sont des fonctions synectiques 
de la variable i. 
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553 . 

Calcul intégral. — Sur la recherche des intégrales monodromes 
et monogènes d’un système d’équations différentielles. 

C. R., T. XL, p. 5ii (5 mars i855). 

Soient x, y, z, ... des inconnues assujetties : i^à vérifier, pour 
une valeur variable de t, les équations différentielles 

(i) ^tX — X, 'üiyzzzY, D/.s = Z, 

X, Y, Z, ... étant des fonctions données de x, y, z-, ...-, 2° à prendre, 
pour une valeur particulière 'V de /, les valeurs correspondantes 

Y], 'Ç, _Soit encore t une valeur finie do t, pour laquelle se 

vérifie l’une des conditions 


(2) 

T 

I 

-- = 0 , 
y 

3 

( 3 ) 

^ = 0 , 

r 

ï 


ou pour laquelle une des fonctions X, Y, Z, ... cesse d’être mono- 
drome et monogène. Il y aura lieu de reclierclier si les intégrales 
X, y, z, ... des équations (r) ne cessent pas elles-mêmes d’étia^ 
monodromes et monogènes dans le voisinage do la valeur t de la 
variable t, et un moyen de résoudre cette question sera d’intégi’or 
par approximation les équations (i). J’ajoute que, dans beaucoup de 
cas, on pourra se dispenser de recourir à cette intégration, et par¬ 
venir à la solution cberchée en s’appuyant sur les considérations sui¬ 
vantes. 

Nommons 

*. 5, 3, ... 

les valeurs particulières de a;, y,z, ... correspondantes à la valeur t 
de t, et supposons d’abord que ces valeurs soient des quantités finies. 
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Pour savoir si, dans le voisinage de la valeur! attribuée à i, les inté¬ 
grales a;, j, Z, ... des équations (i) cessent ou ne cessent pas d’êtiu' 
monodromes et inonogènes, il faudra comparer à la difîérence i — t 
les différences correspondantes 

qui devront être on même temps qu’elles infiniment petites, et cher¬ 
cher d’abord de quels ordres seront ces dernières quand on considé¬ 
rera t — t comme un infiniment petit du même ordre. Or, ces diffé¬ 
rences étant généralement des mêmes ordres que les produits 

on pourra, dans la recherche de ces ordres, substituer habituellement 
aux équations (i) les formules 


(4) 


X ■ 

Y- 




y.: 

l - 




Concevons qu’en opérant ainsi on trouve les ordres des différences 
•a?-*, y — v, z — i, ... 
respectivement égaux à 

. • • • 

Les intégrales x, y, z, ... no pourront rester monodromes et mono- 
gènes, dans le voisinage de la valeur t de t pour laquelle on aura 
X = ï, y = \), 5 = 3, ... que, dans le cas où les nombres X, p, v, ... 
seront tous positifs. Supposons cette condition remplie, et posons 

(5) x — t=zu{t — t)'^, y —— t)a, s — )=z(v(i — tj'’, .... 

La substitution des inconnues u, v, w, ... aux inconnues x, y, z, .. . 
transformera les équations (i) en d’autres équations de la forme 

( 6 ) 'Ùtv-V, 

U, V, W, ... étant des fonctions de i, u, v, w, — Si, pour la valcur't 
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a, h, c, ... étant des constantes réelles ou imaginaires, et a, y, ■ •. 
d('s exposants entiers ou fractionnaires. Les intégrales a;, y ne pour¬ 
ront cesser d’ètre monodromes et monogènes dans le voisinage d’une 
valeur particulière t attriLuée à la variable /, que dans le cas où à cette 
valeur répondra une valeur infinie de x ou de y, ou une valeur nulle 
ou infinie do A' ou de F, ou enfin une valeur nulle de y — x, c’est- 
à-dire dans le cas où se vérifiera l’une dos conditions 

(là) .r—~, y = -, 

O • O 

, ï 1 I I î I 

K)) .r:..-:--, .rrr--? n'rr-, r y, 

r/ b c a h c 

D’ailliuirs, dans le voisinage d’une valeur de /, pour laquelle se véri- 
ti(u*a Tune des conditions (i()), les intégrales x, y ne cesseront pas 
d’ètia^ des fonctions inonodroiues et monogènes de t, si chacun des 
(‘xposants 

a, 6, y, ... 

(‘st (\i^ l’uïK^ des trois formes 

r I 

ï - - -5 I, I -f- -- 7 

/^ /I 

la l('ttre n désignant un nombre entier. Supposons cette condition 
i*etn|die, et faisons 

^ 6 y 4-., . . rz i. 

Dans le voisinage d’une valeur de t, pour laquelle se vérifiera l’une 
d('S conditions (lo), les intégrales x, y ne cesseront pas d’être des 
fonctions monodromes et monogènes de t, si la dijfférence 

t — I 

(‘st (‘ll('-meme de l’une des trois formes i — i, i 4- -• Supposons 

encore cette dernière condition remplie. Alors les intégrales x, y ne 
pourront cesser d’être monodromes et monogènes que dans le voisi¬ 
nage d’une valeur de /, pour laquelle se vérifiera 1 équation (17); 

3i 
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ment le théorème énoncé à la page 212 du Tome XXXII des Comj 
rendus ('); on pourra en conséquence développer ces intégrales 
séries, les décomposer en fractions simples ou en facteurs simples, 
et ces développements, ces décompositions pourront s’effectuer pi 
des valeurs quelconques de la variable t, si les intégrales a?, y, s, 
ne cessent jamais d’être monodromes et monogènes. Enfin les forr 
des développements resteront les mêmes, quelle que soit la val 
attribuée à t, si, pour toute valeur finie de t, les intégrales x, y, z, 
sont non seulement monodromes et monogènes, mais encore finies 
par conséquent synectiques. 

Lorsque les intégrales x, y, z-, ... ne restent pas toujours mo 
dromes et mono.gènes, on peut chercher à établir entre ces intégrt 
et de nouvelles inconnues u, e, m, ... dos relations simples, in 
telles que u, v, w, ... soient des fonctions toujours monodromoi 
inonogènes de la variable t. Montrons en peu de mots comment 
nouveau problème peut être résolu. 

Concevons, pour fixer les idées, que les équations (1) soient rc 
placées par celles qui se déduisent des deux formules 

( F-'D,r=/;, 

(12) 

I a'JT-'D.aj-t-yF-'D.r^/., 


et que l’on ait, en conséquence. 


(i3) 




Ay~/, 


y- 


• X 


O,J = r, 

y — x 


les lettres h, k désignant deux constantes réelles ou imaginait 
X étant une fonction de x, et Y étant ce que devient X quand 0 
remplace x par y. Concevons encore que, dans ces équations, X t 
de la forme 


(i4) X = (i —aa?)“(i — bx)^{i — cxy. 


( <) OEiwrcs de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3n. 
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ajoutons que, pour une telle valeur de t, la fonction ( y — x)-, doi 

la dérivée vérifiera la formule 


I D,{J - ccy-= Ai JT H- Y) - h{YX -t- .vY), 


ne cessera pas d’être monodrome et monogène, et que la racine carre 
d’une fonction monodrome et monogène cesse généralement de l’êti 
quand on attribue à la variable indépendante des valeurs voisines d 
l’une de celles pour laquelle la fonction s’évanouit. Cela posé, il (>; 
clair que dans l’hypothèse admise la racine carrée x — y <lc ( •>- — x)' 
et par suite les inconnues x, y, cesseront d’être monodrotiK's et m( 
nogènes pour des valeurs de t voisines de celles qui vérifieront la foi 
mule (ty); quanta la fonction de x et dej, représentée par ( y — x)'- 
elle restera toujours, et pour une valeur quelconqui' de /, rnonodroin 
et monogène avec les deux fonctions 


j; -h y et .ry, 

dont les dérivées, déterminées par les formuh^s 

/iiyA'-xY) — /y.Y-- Y) 


Dij + .r) : 

lh(^ 7 ) 


/ — 

h{ y^-.Y-x^-Y)- - A-f.y.U - -r Y) 
y — .r 


conserveront des valeurs finies quand on posera y x. 

On arriverait à des résultats analogues, en considérant, non plu: 
les équations ( 12 ), mais un système de n équations du même gimri 
entre n variables x, y, z, ..., par exemple les trois équations 


I F"’D,j-i- Z-'D(Z A, 

( j 8 ) xA'~‘DtX-hy Y-‘Dey-i-z 

{ Y-A^-^ D, Y-' D,j + I), 5 ■ A, 


h, k, l étant des constantes réelles ou imaginaires, et X, Y, Z di't 
fonctions semblables, mais irrationnelles, qui dépendraient la pre¬ 
mière de la variable x, la deuxième de la variable y, la troisiènu 
de la variable 
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Remarquons d’ailleurs que l’intégration dos équations (12), 
(18), etc., et la détermination des fonctions abéliennes sont deux 
opérations identiques. Ainsi, en particulier, intégrer les équa¬ 
tions (12), en assujettissant les intégrales x, y à prendre pour une 
valeur nulle de t les valeurs i, y], c’est, en d’autres termes, calculer 
les valeurs des fonctions abéliennes x, y déterminées par les deux 
équations 

^ X > dx + \v r- ' dy - kt. 


554 . 

Analysk ri\i'iKiTiîsiMAi.n. — Uapport sur un Mémoire présenté à l’Académie 
par MM. Bnior et Bouquet, et intitulé : Becherebes sur les fonctions 
définies par les équations différentielles. 

Vj. U., T, XL, p. ^>57 (12 mars i 855 ;. 

Les recherches de MM. Briot et Bouquet, dans le travail soumis à 
notre examen, concernent les fonctions définies par les équations 
différentielles. D’ailleurs, comme le reconnaissent les auteurs eux- 
mêmes, CCS recherches se trouvent intimement liées à celles que l’un 
<le nous a publiées à diverses époques, savoir : en i 835 , dans le 
Mémoire sur l’intégration des équations différentielles; en 184G, dans 
plusieurs Mémoires que renferment les Comptes rendus hebdomadaires 
des séances de l’Académie des Sciences, et, en 1802, dans le Mémoire 
sur l’application du Calcul infinitésimal à la détermination des fonc¬ 
tions implicites ('). Nous serons donc obligés de rappeler d’abord 

(* ) OEiwres de Cauchy, S. H, ï. XI; S. I, T. X; et S. I, T. XI, p. 4o6. 
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quelques-uns des résultats obtenus dans ces Mémoires. On pourra 
ainsi mieux apprécier le caractiu’c et 1 importance des résultats nou¬ 
veaux auxquels MM. Briot et Bouquet sont parvenus. 

Le nombre des équations différentielles que l’on peut intégrer en 
termes finis étant très peu considérable, on a essayé, depuis long¬ 
temps, de les intégrer par séries. Ainsi, par exemple, étant donnée 
une équation différentielle du premier ordre entre la variable / 
et une fonction inconnue de t représentée par x, avec la valeur 
particulière ^ de la fonction x, correspondante à la valeur particu¬ 
lière % de la variable t, on a supposé la fonction x développée par 
la formule de Taylor en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes et entières de z —t:; et, comme on parvient facilement 
à déterminer les coefficients.des diverses puissances dans cette scri<‘, 
en les déduisant des valeurs connues de z, \ à l’aide de l’équation 
donnée et de ses dérivées des divci's ordres, et en laissant d’ailleurs 
arbitraire la constante on en a conclu que toute équation différen¬ 
tielle du premier ordre entre x ait admettait une intégrale générale, 
et que cette intégrale se trouvait représentée par la série de Taylor, 
c’est-à-dire par la somme de cette série, les coefficients étant déter¬ 
minés, comme on vient de l’expliquer, en fonction do z et de la con¬ 
stante arbitraire Toutefois, les considérations précédentes ne don¬ 
naient, pas la certitude que l’on eût effectivement intégré l’équation 
proposée, ni même que cette équation admît une intégrale; car, 
d’une part, on ne démontrait pas généralement que la série obtenue 
fût convergente, et l’on sait que les séries divergentes n’ont pas de 
sommes; d’autre part, une série même convergente qui provient du 
développement d’une fonction, effectué à l’aide de la formule de 
Taylor, ne représente pas toujours la fonction dont il s’agit. L’inté¬ 
gration par série pouvait donc être illusoire. Pour transformer cetti' 
intégration en une méthode exacte et. rigoureuse, il était nécessaire 
d examiner sous quelles conditions et en quelles limites les séries 
trouvées étaient convergentes. Ces deux questions ont été traitées 
dans les Mémoires ci-dessus rappelés; et, dans le dernier de ces Mé- 
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moires, les conclusions auxquelles l’auteur est parvenu, 
exprimées comme il suit : 

Représentons par 

<Sy "Vn, âb, ... 


des fonctions de 


.r, -, 


se trouvent 


(jiLi restent fi,mes ^ nionodronies et mono gènes dans le voisinage des valeurs 


attribuées à 


4» ‘C, Ç, ... 

^ y, -, 


(H concevons que Von assujeUisSe x, y, z-, ... à la double condition de. 
l'crifier, quel que soit t, les équations différentielles comprises dans la for- 
mule 

, dt d.v _ dy _ dz 


et de se réduire à v], *(,••• pour t ~ 'z. Si S ne séeanouit pas quand on 
prend 

l Z, .r “r*: >, ^ zr Ç, ..., 


alors, à l'aide des théorèmes établis dans le Mémoire de i835 sur Vinté¬ 
gration des équations différentielles, on prouvera quil est possible de 
satisfaire, au moins quand le module de la différence t-=^'z ne dépasse 
pas une certaine limite, auoc deux conditions énoncées, par des valeurs 
de y, qui seront développées en séries convergentes, et qui repré¬ 

senteront les intégrales générales des équations différentielles données. Il 
y a plus : on peut affirmer que, dans Vhypothèse admise, ces intégrales 
générales seront les seules valeurs de x, y, z, ... qui, variant avec t par 
degrés insensibles, rempliront, pour un module suffisamment petit de 
/ — T, les deux conditions énoncées. Enfin, comme les divers termes des 
séries obtenues seront desfonctions monodromes, monogènes et finies de la 
variable t, on pourra en dire autant des valeurs trouvées des variables œ, 
y, Z, , ou même d'une fonction monodrome, monogène et finie de ces 
variables. 
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Ajoutons que les séries dont il est ici question ne se réduisent à 
des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de la diffé- 
j-cnce t — v que dans le cas particulier où les fonctions G, a;, g", ... 

deviennent indépendantes de la variable t. Dans le cas où ces fonc¬ 
tions renferment Invariable t, les divers termes des séries obtenues, 
cessant d’ètre proportionnels aux diverses puissances de i — v, sont 
fournis par des intégrations successives, et, par suite, ils peuvent 
revêtir des formes mieux appropriées à la solution des problèmes. 
Ainsi, par exemple, en Astronomie, on obtient le plus ordinairement 
des séries ordonnées, non suivant les puissances ascendantes du 
temps, mais, ce qui est bien préférable, suivant les sinus et cosinus 
des multiples de certains arcs proportionnels au temps. 

Enfin, l’auteur du Mémoire de i 835 ne s’est pas borné à établir, 
dans l’hypothèse admise, l’existence des intégrales générales d’un 
système d’équations différentielles : il a encore fixé des limites ontr(> 
lesquelles le module de la différence L — x peut varier, sans qu(' les 
séries obtenues cessent d’être convergentes, et des limites au-dessous 
desquelles s’abaissent nécessairement les erreurs que l’on commet 
quand on arrête chacune des séries obtenues après un certain terme. 

Le théorème sur lequel se sont appuyés MM. Briot et Bouquet, 
pour établir, dans l’hypothèse admise, l’existence des intégrales 
générales d’un système d’équations différentielles, est précisément 
celui qu’a donné l’auteur du Mémoire de ï 83 . 5 . Mais à ce théorème 
et à quelques autres qui pourraient se déduire de propositions déjà 
connues, MM. Briot et Bouquet ont joint les résultats qui leur sont 
propres et qui méritent d’être cités. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

La recherche de fonctions de t qui, représentées par x, y, z, ..., 
aient la double propriété de vérifier un système d’équations dillercn- 
tielles et d’acquérir des valeurs données v), C, . •. pour une valeur 
donnée t de la variable t, peut être généralement réduite au cas où 
les valeurs données x, y], ‘Ç, ... de t, x, y, z, ... s’évanouissent. 
Il suffit, en effet, pour opérer cette réduction, de substituer aux 
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... liées aux 


variables t, x, y, z, ... d’autres variables t,, x^, y,, ^ , 
premières par des équations de la forme 

/ —r + q, .r='^-hæ„ r — V+y,, 

Cela posé, soient /, x deux variables dont la seconde, considérée 
comme fonction de i, doive s’évanouir pour une valeur nulle de /, 
et satisfaire, quand i varie, à l’équation différentielle 

^ dl r/æ 

a, (lési^mant deux fonctions finies, monodromes et monogènes des 
variabl('s /, x. Si a ne s’évanouit pas avec /, d’après ce qui a été dit 
ei-de.ssiis, l’éqnation (2) admettra, pour des valeurs de t suffisamment 
pe,tit(is, iiiK' s(!ule intégrale monodrome et monogcne propre à rem¬ 
plir 1(S deux conditions énoncées. U y a plus ; le développement de 
(U'üe intégrale en série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de / s('ra précisémmit celui auquel on sera conduit par la formule de 
Taylor, jointe à l’équation (2). Mais il en sera autrement, si 6 s’éva¬ 
nouit aveu; /. Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait précisément 

TL t. 

L’équation (2) sera réduite à 

(.' 5 ) ■ 

et, puisqiH^ .r doit s’évanouir avec t, la fonction a; devra s’évanouir 
avec. l('s doux variables t, x. D’ailleurs, étant monodrome et mono- 
gèru',, (die. sera dévfdopjiable en une série ordonnée suivant les puis- 
sanei's ascendantes et entières de ces variables, en sorte qu’on aura 

(4) axbt + l), 

a, b désignant les valeurs des dérivées 0^%, pour des valeurs 
nullcs des variables l, x, et ^(x,t) une fonction dont le dévelop- 
pem(!nt s(i composera de termes qui seront tous, par rapport à ces 
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variables, d’un degré supérieur au premier. Si la fonction 
s’évanouit, on aura simplement 

^ ^ ^ à\^ rZT CL X —f- ht^ 

et l’équation ( 3 ), réduite à la formule 
( (3) L = ax -H ht, 

sera vérifiée quand on posera 

bt 

c désignant une constante arbitraire. La valeur de x, fournie par 
l’équation (7), est l’intégrale générale de l’équation (6), et la con¬ 
stante c qu’elle renferme peut toujours être déterminé!', quand on 
donne une valeur particulière \ de x correspondante à une valeur 
particulière 'z de la variable t, à moins que la valeurs de / ne s’éva¬ 
nouisse. Dans cette dernière supposition, qui est précisément celle 
que. nous avons adoptée, on doit prêter une attention spéciale au 
signe qui affecte la partie réelle du paramètre a. Lorsque cette [lartii' 
réelle est négative, devient infini pour une valeur nulle de /, et la 
seule valeur de x qui remplisse la double condition de véritii'r l’équa¬ 
tion (6) et de s’évanouir avec t est celle qu’on obtient en posant dans 
la formule (7) c = o, c’est-à-dire la fonction monodromc et monogène 
de t, donnée par la formule 

(S) 

I a 

Au contraire, lorsque la partie réelle de a est positive, C's’évanouit 
toujours avec /, et par suite on satisfait aux doux conditions énon¬ 
cées, en supposant la valeur de x donnée ou par la formule (8) ou 
même généralement par la formule (7). Ainsi, dans ce cas, la seconde 
condition, par laquelle x est assujetti à s’évanouir avec x, ne déter¬ 
mine plus la constante arbitraire, et cette constante ne cesse pas d’être 
arbitraire dans l’intégrale particulière, qui se confond alors avec l’in¬ 
tégrale générale. 
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Dans le cas spécial où le coefficient a se réduit à l’iinité, le rap- 

I) ^ 

pocL devient infini, et pour conserver à x une valeur finie, il 

faut attribuer une valeur inlinie à la constante c. Pour savoir ce que 
devient alors l’intégrale de l’équation (6), posons d’abord « = i + a, 
a étant une quantité infiniment petite; l’équation (7) deviendra 

C(x—~ h — [ 

X ~ - t c»aL ——. 

a a 

Or, pour que cette dernière valeur de x conserve une valeur finie, 
tandis que a s’approchera indéfiniment de la limite zéro, il faudra 
(aire converger le produit ca vers la limite h, et le rapport 
vers une limite finie C. On trouvera ainsi 

( 9 ) X c t -f- ht 1 ^ ; 

par conséquent l’équation 

(10) tDia;--z~x + ht 

adnu'ttra une intégrale générale, qui ne sera ni raonodromc ni mono¬ 
gène, à moins que h ne se réduise à zéro, et qui, dans tous les ras, 
aura la propriété do s’évanouir avec la variable L Si h se réduisait à 
zéro, l’équation (10) se réduirait à 

(it) — 

et son intégrale générale à 

(12) x~Ct. 

Kn choisissant, parmi les équations différentielles qu’ont traitées 
.MM. Briot et Bouquet, l’une de celles dont l’intégrale générale est 
fournie avec la plus grande facilité par les méthodes connues, savoir 
l’équation (6), nous avons voulu faire bien comprendre comment il 
[leut arriver, pour me servir do leurs propres expressions, qu’ime 
fonction ne soit pas complètement déterminée quand on l’assujettit à 
vérifier une équation différentielle du premier ordre, et à prendre une 
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certaine l'aleur pour une valeur donnée de la variable indépendante. 
Comme le rcmarquenl MM. Briot et Bouquet, cola arrive gcjiérali'- 
mont quand, pour les valeurs données de la Jonction et de la variable 
indépendante, le coejficient différentiel se présente sous la forme 
Alors l'équation différentielle admet en général plusieurs intégrales qui 
remplissent les deux conditions énoncées. Soueent même elle, en admet 
une infinité, et alors il s’introduit une constante arbitraire dans L'inté¬ 
gration. Nous ajouterons que, dans ce dernier cas, l’intégraU' parti¬ 
culière correspondante aux valeurs données de la fonction et d(‘ la 
variable indépendante ne diffère pas de l’intégrale générab', (d (ju(‘ 
les valeurs dont il s’agit sont précisément celles qui réduisent à la 
forme ^ l’expression de la constante arbitraire tirée de l’intégrale 
générale. Ainsi, par exemple, si de la formule (7), (jui r(q)résen(e 
l’intégrale générale de l’équation .(6), on tire l’expression de la con¬ 
stante arbitraire c, on trouvera 

ht 

X - 


et, pour qu,e cette expression se réduise à la forme -, (luaiid x (d / 

O 1 

acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces vabuirs j»arli- 
culières s’évanouissent et que la partie réelle du paramètia* a soit 
positive. 

Pareillement, si de la formule (9), qui représente l’intégrale général(‘ 
de 1 équation (10), on tire 1 expression de la constante arbitiaiiia* C, 
on trouvera 

l'4) ( 7 — 

t 

et pour que cette expression se réduise à la forme -, quand / (>t .r 

acquerront des valeurs particulières, il faudra que ces valeurs parti¬ 
culières s’évanouissent. 

Les diverses propriétés que nous a offertes celle des intégrales âo 
l’equation (6) qui s’évanouit avec t continuent de subsister, comme 
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l’observent JMM. Briot et Bouquet, quand on revient de l’équation (6) 
à l’équation ( 3 ), x étant une fonction monodrome et monogène qui 
s’évanouit avec les variables x et i dont elle dépend. Alors, a étant 
toujours la valeur qu’acquiert la dérivée pour des valeurs nulles 
de / et X, l’intégrale particulière dont il s’agit renferme encore une 
(ionstantc arbitr'airc, et par suite elle se confond avec l’intégrale 
générale quand la partie réelle de a est positive ou nulle; mais elle 
redevient complètement déterminée quand la partie réelle de a est 
négative. Dans tous les cas, si le coefficient a ne se réduit pas à un 
nombre (mtier, l’intégrale particulière dont il s’agit ou l’une de ses 
valeurs sera une fonction monodrome et monogène de t, pour un 
module de / inférieur à une certaine limite. La marche qu’ont suivie 
MM. Briol et Bouquet pour démontrer cette assertion mérite d’être 
l■('mal'((ué('. Ils commencent par faire voir qu’on peut réduire l’équa¬ 
tion ( 3 ) à une autre do même forme, mais dans laquelle le coeffi¬ 
cient a, c’('st-:i-dire la valeur de correspondante à des valeurs 
null(‘s de x et / se trouve diminuée d’autant d’unités que l’on voudra; 
puis, apriîs avoir abaissé la partie réelle de a au-dessous de zéro, ils 
font servir la formule de Taylor, jointe aux dérivées de l’équation ( 3 ), 
an dév(doppemcnt de x en une série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de l, et comparent la série ainsi obtenue à celle qui repré- 
s(‘nt('. bï dév(doppement de la racine x d’une certaine équation entre x 
(‘t i. A l’aide do cette comparaison, ils prouvent la convergence du 
piannier développement pour un module suffisamment petit de la 
variable ü, assignent au module de/tune valeur au-dessous de laquelle 
ce module p(uit varier d’une manière quelconque, sans que le déve¬ 
loppement cesse d’être convergent, et concluent sans peine qu’il 
r/'présentc alors une intégrale monodrome et monogène de l’équa¬ 
tion ( 3 ). 

Nous avons cru devoir fixer particulièrement l’attention des géo- 
iru'dres sur la partie du Mémoire de MM. Briot et Bouquet qui con- 
ct'rne l’intégrale monodrome et monogène de l’équation ( 3 ), parce que 
celte partie, qui ne laisse rien à désirer pour la rigueur des démon- 
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strations, nous paraît la plus neuve et la plus importante. loiUefois 
nous ne saurions passer sous silence d’autres résultats obtenus par 
MM. Briot et Bouquet, résultats d’autant plus intéressants qu’ils se 
rapportent à l’équation générale 

(lo) Oï 

qui renferme l’équation ( 3 ) comme cas particulier. 

En supposant la variable x assujettie : i° à vérifier l’équation (i 5 ); 
2° à prendre une valeur donnée pour une valeur donnée de t, par 
exemple à s’évanouir avec t-, en supposant d’ailleurs que la fonction 
^{x,t) reste monodrome et monogène dans le voisinage de valeurs 
très petites attribuées aux variables x, t, mais cesse de l’être (juand 
CCS valeurs s’évanouissent, MM. Briot et Bouquet recherchent h's 
propriétés de l’intégrale x, d’abord dans le cas où la fonction f(.r, / ) 
devient infinie pour des valeurs nultes de x et i, puis dans le cas où 
ces valeurs réduisent la fonction f(if., l) à la forme Pour y parvimir, 
ils intègrent par approximation l’équation (i4). à l’aide du procédé 
qui consiste à négliger avant l’intégration les quantités tinies vis-à-vis 
des quantités infiniment grandes, et les quantités infiniment petites 
vis-à-vis des quantités finies. En opérant ainsi, ils établissent aisé¬ 
ment un théorème que l’on peut réduire à la proposition suivan((' : 

Lorsque, pour des valeurs milles de x, t, la Jonction t‘(x, t) devient 
infinie, la fonction inverse ' ■ demeurant monodrome et monosrène, 

I 1^ «3?, ^ 

du moins entre certaines limites, la variable x assujettie à s évanouit' 
avec t, se réduit sensiblement, pour de très petites valeurs de t, à ta 
racine d'une équation binôme du degré m^i, m étant le degré de la 

première des denrées de relatives à x, qui ne s'évanouit pas 

quand on pose x = o, t = o. 

Il résulte de ce théorème que, dans l’hypothèse admise, l’inté¬ 
grale X ne sera point une fonction monodrome et monogène de la 
variable t. 
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Lorsque la fouction î{x,t) est le rapport de deux fonctions qui 
restent, du moins entre certaines limites, finies, monodromes et 
monogènes, et se présente, pour des valeurs nulles de x et i, sous la 
forme la première question à résoudre est de trouver, pour des 
valeurs infiniment petites de t, l’ordre de l’intégrale a:, devenue ell(‘- 
même infiniment petite. Cette question, admettant plusieurs solu¬ 
tions, donne lieu à une discussion intéressante. Mais cette discussion 
même, ainsi que les formules et la construction géométrique, appli¬ 
quées par MM. Briot et Bouquet à la recherche des solutions diverses, 
ont une analogie évidente avec la discussion, les formules et la con¬ 
struction géométrique que M. Puiseux avait, dans son beau Mémoire 
sur les fonctions algébriques, appliquées aux racines d’une équation 
dont le premier membre est une fonction de deux variables, dans le 
cas où la dérivée de ce premier membre s’évanouit avec lui pour dt's 
valeurs données do ces variables. Il va plus : comme, t étant infini- 
uient petit, la variable x, supposée elle-même infiniment petite pt 
fonction do t, sera.généralemcnt.du même ordre que le produit 
ou peut allirmcr qu’alors la dérivée sera généralement de l’ordre 
(lu rapport 

T’ 

4 

Donc., trouver l’ordre do l’intégrale x assujettie à vérifier l’équa- 
lion ( 1 5) et à s’évanouir avec t revient à trouver l’ordre de la racine x 
d(‘ l’équation 

(iG) 

et le problème ci-dessus mentionné peut être ainsi ramené à celui 
qu’a traité M. Puiseux. 

Si l’on considère la variable t comme un infiniment petit du pre¬ 
mier ordre, l’ordre de l’intégrale a? de l’équation (i5), calculé comme 
on vient de le dire, sera généralement un nombre fractionnaire. Après 
avoir déterminé cet ordre, MM. Briot et Bouquet prouvent qu’à l’aide 
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cPune substitution convenable on peut réduire l’intégration de l’équa- 
tion (i5) à la recherche de l’intégrale x de l’équation (3). On doit 
toutefois excepter un cas particulier où après la réduction on obtient, 
à la place de l’équation (i5), une équation de la forme 

(17) = 

m étant un nombre entier, et ^ s’évanouissant quand x et 1 s’éva¬ 
nouissent. D’ailleurs, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, la 
valeur de x assujettie à vérifier l’équation ( 17 ), et à s’évanouir avec i, 
n’admet pas en général, mais seulement sous certaines conditions, 
une intégrale monodrome et monogène. 

A la fin de leur Mémoire, MM. Briot et Bouquet présentent quelques 
considérations générales sur l’intégration d’une équation dilféren- 
tiellc entre deux variables t, x, dans le cas où le second membre est 
une fonction implicite de ces variables. Ici encore il peut arriver que 
le. second membre soit ou ne soit pas, dans le voisinage di's valeurs 
originairement attribuées à a; et t, une fonction finie, monodrome et 
monogène. L’intégrale Æ sera toujours, dans la première' liypotbèsi', 
monodrome, monogène et finie, et pourra ne l’être plus dans la 
seconde hypothèse. Le cas où le second membre de l’équation dilfé- 
rentielle est une fonction implicite de la seule variable x mérite uni' 
attention spéciale. Au reste, ce cas, déjà traité dans les Comptes rendus 
de >1846, a été, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, étudié 
avec soin par M. Puiseux dans le Mémoire ci-dessus rappelé. 

Au travail dont nous venons de rendre compte, MM. Briot et Bou¬ 
quet ont récemment annexé une addition qui a pour titre : Note sur 
un tlieoreme de M. Cauchy relatif a l intégration des éguations différen¬ 
tielles. 

Le théorème dont il s agit est précisément celui que nous avons 
■ appelé au commencement de ce Rapport, en nous servant, pour 
l’énoncer, des termes mêmes employés dans le Mémoire sur l’applica¬ 
tion du Calcul infinitésimal à la détermination ‘des fonctions impli¬ 
cites. Lorsque, pour établir ce théorème, on suit la marche tracée 



EXTRAIT N» 5o4 


25o 

(hais le Mémoire de i835, en l’appliquant à une équation différen- 
ti('llo, entre L et a--, la première des deux limites assignées au module 
du t(‘rme général du développement de l’intégrale x est, comme la 
seconde, le terme général d’une série connue, cette série étant, non 
plus une progression géométrique, mais le développement d’une 
certaine équation du second degré. 

D’ailleurs cette remarque, qui n’était pas énoncée dans le Mémoire 
de i835, subsiste dans le cas où le second membre de l’équation 
dilïérentielle renferme non seulement la variable x, mais aussi la 
variable /. 

Appliquée à une seule équation dilfôrentielle, la démonstration qin* 
MM. Briot et Bouquet donnent du théorème cité suppose l’intégrale x 
dévelop|)ée en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d(‘ la variai)b' i, la valeur initiale de t étant réduite à zéi*o. Ils déter- 
miiunit directement la fonction dont le développement a pour termes 
b‘s limit('s des jnodub's des t('rmcs compris dans le développement de 
l’intégrale; et, s’appuyant sur un théorème général, rappelé dans la 
séanc(î du 22 janvier de c(dtc année, ils substituent à l’équation dilfé- 
r(mti(dle proposée une autre équation diflérentielle dont cette fonc¬ 
tion est l’intégrale. D’ailleurs cette fonction est la racine d’une équa¬ 
tion tini(> du second degré. Mais cette équation finie, qui renferme 
un logarithme, diffère de celle dont il était ci-dessus question, et à 
la((ue.llc on serait conduit encore, si l’on appliquait la démonstration 
(!(' MM. Briot et Bouquet à la forme de développement adoptée dans 
le Mémoire de i835. 

La même démonstration, appliquée au système de « équations dif¬ 
férentielles, entre n inconnues x, y, z, ... et la variable t, conduit 
MM. Briot et Bouquet à une équation finie du degré n h-i, qui ren¬ 
ferme encore un logarithme, parce que les auteurs continuent de sup¬ 
poser les inconnues développées en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entières de t. Le logarithme disparaîtrait, si 
l’on admettait la forme de développement adoptée dans le Mémoire 
de i835, et alors on pourrait, de l’équation finie à laquelle on par- 
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viendrait, déduire immédiatement les conclusions énoncées dans le 
Mémoire, par rapport à la limite au-dessous de laquelle le module 
de t peut varier sans que les séries obtenues cessent d’être conver¬ 
gentes. Toutefois, l’équation finie a l’avantage de fournir une limite 
plus étendue. 

En résumé, MM. Briot et Bouquet, dans le savant Mémoire soumis 
à notre examen et dans la Note jointe à ce Mémoire, ont ajouté des 
développements utiles et des perfectionnements nouveaux, dignes de 
remarque, à la théorie si importante de l’intégration par série des 
équations différentielles. 

Pour ces motifs, vos Commissaires pensent que le Mémoire et la 
Note de MM. Briot et Bouquet doivent être approuvés par l’Académie 
et ils en proposent l’insertion dans'le Recueil des Savants étrangers. 


555 . 


Analyse et Physique mathématique. — Rapport sur deux Mémoires 
de M. PierexE-Alpiionse Laurent, chef de bataillon du Génie. 

C. R., T. XL, p. 63 o, (19 mars iHfylj). 


Un homme d’un mérite supérieur, M. Pierre-Alphonse Laurmit, 
chef de bataillon du Génie, a été enlevé, par une mort prématurée, à 
sa patrie qu’il servait avec ardeur, à la Science qu’il enrichissait di' 
ses découvertes. Dès l’année 1843 , il composait, sur le Calcul des 
variations, un Mémoire que l’Académie a jugé digne d’être apjirouvé 
par elle, et inséré dans le Recueil des Savants étrangers ; la même 
année, au mois d’août, M. Laurent présentait à l’Académie un second 
Mémoire qu’il intitulait modestement : Extension d’un théorème de 
M. Cauchy. Mais, comme il est dit dans le Rapport, celte extension 
constitue un nouveau théorème, digne de remarque, qui peut être 
utilement employé dans les recherches de haute Analyse. Aussi l’Aca¬ 
démie a-t-elle adopté les conclusions du Rapport qui signalait ce nou- 
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veau Mémoire comme très digne d’être approuvé par elle et inséré 
dans le Recueil des Savants étrangers. Depuis ce moment, M. Laurent, 
travailleur infatigable, a su, par do constants efforts, conserver dans 
l’estime des savants le rang si honorable où ses premiers travaux 
l’avaient placé, et chaque année il a fait parvenir à l’Académie un 
très grand nombre de Mémoires sur l’Analyse, sur la Physique mathé¬ 
matique et particulièrement sur la Théorie de la lumière. Enfin, deux 
importants Mémoires du même auteur, présentés, au nom de sa veuve, 
à l’Académie par M. le Maréchal Vaillant, ne peuvent qu’augmenter 
les regrets des amis de la Science, en leur faisant voir tout ce qu’on 
(bavait encore attendre d’un savant distingué, dont la vie a été certai¬ 
nement abrégée par scs nombreuses veilles. De ces deux Mémoires, le 
premier, comme l’indique son titre, concerne la Théorie des imagi¬ 
naires. 11 renferme des considérations générales sur l’équation aux 
dérivées j)artiellcs à laquelle satisfont, parmi les fonctions d’une 
variahhi imaginaire, celles dont la dérivée dépend uniquement delà 
variable, et divers théorèmes relatifs, les uns aux intégrales définies, 
1 (‘S autres au développement de ces intégrales en séries, particulière¬ 
ment le beau théorème déjà cité, puis des applications de ces théo¬ 
rèmes à l’intégration des équations aux dérivées partielles, spéciale¬ 
ment de celles qui expriment l’équilibre de température et l’équilibre 
d’élasticité. Le second Mémoire a pour titre : Examen de la théorie de 
la lumière dans le système des ondes. L’auteur y passe en revue les 
('xplications données par les physiciens et les géomètres des divers 
])hénomènes lumineux; il recherche jusqu’à quel point ces explica¬ 
tions peuvent être admises, et ce qu’elles peuvent laisser encore à 
désirer. 

Les deux nouveaux Mémoires, comme les précédents, témoignent 
de la science profonde et de la grande sagacité de M. Laurent. L’in¬ 
térêt qui s’attache aux sujets traités dans ces Mémoires, l’importance 
des discussions auxquelles l’auteur s’y livre, les points de vue nou¬ 
veaux que souvent il découvre, devaient naturellement inspirer aux 
physiciens et aux géomètres un vif désir de voir les œuvres de M, Lau- 

OKuvres de C ,— S.l,t. XII. 
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rent recueillies et publiées. Vos Commissaires sont ci avis que ce vœu 
doit être réalisé. En conséquence, ils proposent à l’Académie : 

1 ° De décider que les divers Mémoires de M. Laurent, tous ceux du 
moins dont l’importance ne saurait être contestée, seront publiés dans 
le Recueil des Savants étrangers; 

2 ” De confier à une Commission spéciale, prise dans le sein de 
l’Académie, le soin de recueillir ces Mémoires et d’en surveiller l’im¬ 
pression. 

En terminant ce Rapport, les Commissaires n’iiésitenl pas à déclarer 
qu’ils s’associent pleinement au vœu émis par M. le Maréchal Vaillant 
et que partageront certainement tous les amis des Sciences. Comme 
l’a dit M. le Maréchal : « le Corps du Génie a perdu en M. Laurent un 
de ses officiers les plus distingués, celui-là même que le Comité des For¬ 
tifications avait appelé à Paris pour examiner les nombreuses questions 
d’Art et de Science qui lui sont journellement adressées ». Nous laisse¬ 
rons aux chefs du Corps dans lequel les talents et le zèle de M. Lau¬ 
rent étaient si bien appréciés, le soin de rappeler ses vingt-sept 
années de service, ses campagnes en Afrique, les travaux qu’il a 
exécutés comme ingénieur militaire, etc. Mais ce ne sont pas là les 
seuls titres qui honorent et recommandent sa mémoire. C’est à l’In¬ 
stitut surtout qu’il appartient de dire que les méditations auxqiK'llos 
M. Laurent a consacré scs veilles ont contribué aux progrès d(' la 
Science, et vous n’avez pas oublié. Messieurs, qu’après le décès de 
l’illustre Jacobi, l’Académie elle-même voulut inscrire le nom d(' 
M. Laurent sur la liste des candidats pour la place de Correspondant 
de l’Institut. Nous croyons, avec M. le Maréchal, que tant d’hono¬ 
rables souvenirs, tant d’éminents services doivent, après la mort de 
M. Laurent, protéger encore sa famille, dont il était l’unique appui; 
nous croyons qu’ils seront, pour les Membres de l’Académie, un puis¬ 
sant motif d’appeler sur la veuve et les enfants de M. Laurent le bien¬ 
veillant intérêt de M. le Ministre de l’Instruction publique. 
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Analyse mathématique. — Mémoire sur les variations intégrales 

des fonctions. 

C. R., T. XL, p. 65i (26 mars i855). 

§ I. — Formules générales. 

Soit 5 une quantité géométrique variable qui représente l’affixe 
d’un point mobile P, et Z une fonction de s qui ne cesse d’être 
monodrome et monogène que dans le voisinage de certaines valeurs 

c, c', c", . . . 

de Z-, propres à représenter les alTixes de certains points singuliers 

C, CJ, C", .... 

Concevons d’ailleurs que, dans le plan des affixes, on joigne un cer¬ 
tain point P, dont l’affixc est à un autre point P,^ dont l’affixe est z^, 
par une courbe continue P, P„qui ne renferme aucun des points C, C', 

-Knün soit la valeur ou l’une des valeurs de Z pour .s = z^, 

et Z^^ ce que devient, dans le passage du point P, au point P,^, la fonc¬ 
tion Z quand on l’assujettit k varier avec z par degrés insensibles. La 
différence 

Z-Z, 

sera nommée la variation intégrale de Z, correspondante k l’arc de 
c.ourbe P, P„ que décrit le point mobile P en passant de la posi¬ 
tion P, k la position P,^. Si le point mobile revenait de la position P„ 
k la position P,, ou, ce qui revient au même, s’il décrivait la même 
courbe en sens contraire, alors k l’arc P„P,, dont le point P^^ serait 
l’origine, correspondrait une variation intégrale de Z représentée 
non plus par la différence Z,, mais par la différence 


Z-Z„^-{Z-Z,). 
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Concevons maintenant que, la courbe P,P„ étant une courbe 
fermée, et se réduisant au contour HIKL qui enveloppe, dans le 
plan des affixcs, une certaine aire S, les points P,, P„ coïncident 
tous deux avec un certain point H de ce contour. La variation inté¬ 
grale de Z relative au contour HIKL sera évidemment nulle, si 
Faire S no renferme aucun point singulier. Dans le cas contraire, 
cette variation intégrale offrira généralement une valeur distincte de 
zéro qui pourra dépendre de la position H qu’occupera au moment 
du départ le point mobile P, de la valeur Z, attribuée en ce moment 
à la fonction Z, et du sens dans lequel le point P se mouvra en tour¬ 
nant autour de Faire S. Désignons par le symbole (S) la valeur que 
prendra cette variation intégrale, quand le point mobile P tournera 
autour de Faire S avec un mouvement de rotation direct, en sorte 
qu’on ait 

(I) (S) = Z„-Z,. 

Si l’on fait varier par degrés insensibles et d’une manière continue la 
position initiale H du point mobile P, par conséquent l’affixe ^ du 
point H, et avec cette afïixe la valeur Z, de Z, la valeur Z,^ variera 
elle-même d’une manière continue, et l’on pourra en dire autant de 
la valeur (S) qui, en vertu de la formule (i), variera encore par 
degrés insensibles, à moins qu’elle ne devienne invariable et ne se 
réduise à une constante fixe. 

Joignons maintenant le point H à un autre point K du contour HIKL 
par une ligne droite ou courbe HK qui partage Faire S en deux par¬ 
ties S', S". La variation intégrale que subira la fonction Z, quand le 
point mobile P décrira la ligne KH, en partant de la position K, sera 
égale, au signe près, mais opposée de signe à celle que subira Z,, 
quand le point P reviendra en K, en décrivant la même ligne dans un 
sens contraire; et par suite, la variation intégrale (S) que subira Z, 
quand le point mobile P décrira, en partant de la position H, le con¬ 
tour HIKL, sera la somme de deux variations analogues (S'), (S") 
que subira Z, quand le point mobile P décrira successivement avec 
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un mouvement de rotation direct les deux contours 

HIKH, HKLH 

qui enveloppent le premier Faire S', le second Faire S", en sorte qu’oi 
aura non seulement 

(2) S = S'+S", 
mais encore 

(3) (S) = (S') + (S"). 

Observons d’ailleurs que, dans la variation intégrale (S") réduite à U 
forme qu’indique l’équation (i), celle des valeurs particulièi’cs de 2 
qui sera précédée du signe — restera généralement distincte de 1< 
valeur Z, précédée de ce signe dans la variation intégrale (S) déter¬ 
minée par la formule (i) et dans la variation intégrale (S'). 

Concevons à présent que Z se réduise à une fonction toujours mono 
dromc et monogène de la variable Alors on aura constamment, e 
quel que soit le contour do Faire S, 

( 4 ) (S) = o. 

Mais la variation intégrale (S) pourra cesser de s’évanouir, si à la fonc 
tion Z on substitue son logarithme népérien représenté, quand il varit 
avec Z d’une manière continue, par la notation Iz. Admettons cett( 
substitution. La variation intégrale (S) de la fonction \Z, correspon¬ 
dante à un contour fermé qui enveloppera de toutes parts une cer¬ 
taine aire S, deviendra indépendante de la position initiale du poini 
mobile que décrira ce contour avec un mouvement de rotation direct, 
et de la valeur attribuée, au premier instant, à \Z, et dépendra uni¬ 
quement du nombre et de la nature des points singuliers C, C', G", ... 
situés à l’intérieur de Faire S. C’est, en effet, ce que l’on démontrer? 
sans peine à l’aide des considérations suivantes. 

Les affîxes c, c', c", ... des points singuliers C, C', C", ... seront, 
dans le cas présent, les valeurs de s, pour lesquelles la fonction \Z 
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dôviôndra infini6, par conséquent celles qui \érifieront 1 une des for¬ 
mules 

(5) Z — O , 

( 6 ) 

Si l’aire S ne renferme aucun de ces points singuliers, la variation 
intégrale (S) sera nulle, et l’on aura encore 

( 7 ) (S)-—O. 

Dans le cas contraire, (S) ne pourra être que la différence des deux 
valeurs de \Z correspondantes à une même valeur de Z, par consé¬ 
quent un des logarithmes népériens de l’unité. Ou aura donc 

( 8 ) ’ (S) = 27:/ii, 

k désignant une quantité entière, positive ou négative. D’ailleurs, 
tandis que l’on fera varier, par degrés insensibles, la position ini¬ 
tiale H du point mobile P, par conséquent l’alïlxo du point H, et 
avec elle la valeur initiale ÎZ, de Iz, la variation intégrale (S) d(ivra 
ou se réduire à une constante fixe ou varier par degrés insensibles. 
On pourra donc en dire autant de la quantité entière désignée par /•; 
et, puisqu’une quantité entière ne peut varier par degrés insensibles, 
k devra se réduire à une constante fixe indépendante de la position 
initiale du point P. De plus, comme deux valeurs de \Z qui corres¬ 
pondent à une même valeur de Z se déduisent toujours l’une de 
l’autre par l’addition d’un terme constant, elles croîtront simultané¬ 
ment de quantités égales, et par suite leurs variations intégrales 
seront les mêmes. Donc la valeur de (S), et par suite celle de k, sera 
encore indépendante de la valeur attribuée à ÏZ, pour une position 
donnée du point H. Donc, enfin, (S) dépendra uniquement de la 
forme générale attribuée à la fonction monodrome et monogène Z, 
et de la forme assignée au contour HIKL de l’aire S. 

Ce n est pas tout : si l’on partage l’aire S en deux parties S', S", la 
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variation intégrale (S) se trouvera, en vertu de la formule (3), par¬ 
tagée eu deux variations correspondantes (S'), (S"); et comme on 
pourra, de la même manière, partager (S') ou (S") en deux parties, 
puis chacune de cos parties en variations nouvelles, et ainsi de suite 
indéfiniment, il est clair que le partage de faire S en éléments a, b, 
c, ... entraînera le partage de la variation intégrale (S) en variations 
correspondantes. En d’autres termes, la formule 

(9) S = a-i-bH-c-+-... 
entraînera la formule 

( 10 ) (S) = (a)H-(b)-)-(c)-+-..., 

les aires élémentaires étant choisies de telle sorte que jamais le con¬ 
tour de l’une d’elles ne passe par l’un des points singuliers C, G', 
G", .... D’ailleurs, ces aires peuvent devenir assez petites pour que 
chacune d’elles renferme un seul de ces points, ou n’en renferme 
aucun. Soient, dans cette hypothèse, s, s', s", ... les aires élémen¬ 
taires qui renferment respectivement les points G, G', G", _On 

verra s’évanouir, dans le second membre de la formule ( 10 ), les 
variations intégrales distinctes de (s), (s'), (s"), ..., et cette for¬ 
mule donnera simplement 

(..) (S)-=(s)-h(sO-t-(s")-H.... 

On pourra même, dans la formule (i i), supposer les aires s, s', s", ... 
réduites à celles de très petits cercles qui auraient pour centres les 

points G, G', G".Or, cette supposition étant admise, et c étant 

l’affixe du point G, Z sera de la forme 

( 12 ) Z—^z — cYu, 

U étant une fonction de qui, avec son logarithme népérien, restera 
monodromc et monogène dans l’intérieur de faire s, et h étant une 
quantité entière qui sera positive si c est racine de l’équation (5), 
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négative si c est racine de I équation {6). D ailleurs ou tiieia do la 

formule (12) 

(,3) 

et comme la variation intégrale de lu sera évidemment nulle, celle 
de \Z se réduira au produit de l’exposant h par la variation intégrale 
de 1(2 — c). Mais on aura 

ï(s — 


r étant le module et p un argument de z- — c; et comnmi la varia¬ 
tion intégrale de l’angle polaire p sera la circonférene(‘. a-ü, celle' 
de — c) sera 2Tïi. On aura donc 

(i4) (S) = 27r/ii. 

En nommant h' ou h", ... ce que deviendra h quand on pass('ra du 
point C au point C' ou C", ..., on obtiendra des formules semblabb's 
à l’équation (i4)> en vertu desquelles les valeurs de (s'), (s"). ... 
seront précisément les produits 2-irA'i, 2TrA"i,-Cela posé, la for¬ 

mule (il) donnera 

(l3) (S)=:25T(A-t-A'4-//-t-...)i, 

et de cette dernière comparée à la formule (8) on tirera 

Si, pour tous les points renfermés dans l’aire S, la fonction Z est 
non seulement monodrome et monogène, mais encore finie, b's 
racines c, c, c", ... appartiendront toutes à l’équation (5); par 
suite, les exposants h, h', h!', ... seront tous positifs; et comme h 
désignera le nombre des racines égales à c, h' le nombre des racines 
égales à r', ..., la somme 

exprimera le nombre total des racines égales ou inégales de l’équa¬ 
tion ( 5 ), propres à représenter les affîxes de points situés h Tinté- 
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rieur de l’aire S. D’ailleurs on tirera de la formule (8) 


et 2Tl\ est précisément la variation intégrale de correspondante à 
un mouvement direct de rotation du point mobile P autour d’un cercle 
([ui aurait pour centre l’origine des affixes. En conséquence, on peut 
énoncer la proposition suivante : 

'FiiKOiiÈJiE 1 . — Soà Z l’ajfixe variable d’un point mobile P; soit encore 
’A nue fonction de z qui reste monodrome, monogène et finie dans le voi¬ 
sinage de tout point situé à l'intérieur d’une certaine aire S ou sur le con¬ 
tour de cette aire, et qui ne s’évanouisse en aucun point de ce contour. 
Pour obtenir le nombre de celles des racines égales ou inégales de l'équa¬ 
tion 


(pii seront les affixes de points situés à l’intérieur de l'aire S, il suffira de 
faire décrire au point mobile. P : V' le contour de l’aire S; 2“ la circon¬ 
férence d’un cercle qui aura pour centre, l’origine des affixes; et de 
chercher le rapport des variations intégrales que subiront, dans le pre¬ 
mier cas, le logarithme [Z de la fonction Z, dans le second cas le loga¬ 
rithme ï:; de la variable, z. 


Il est bon d’ol)serv(‘r que le théor'eme précédent continue de sub- 
sis((ir quand on fait correspondre chaque variation intégrale, non 
plus à un mouvement de rotation direct, mais à un mouvement de 
rotation rétrograde du point mobile P autour de l’aire S ou du cercle 
(]ui a pour centre l’origine des affixes. Ajoutons que, si, s étant la sur¬ 
face du cercle qui a pour centre l’origine, on désigne les deux varia¬ 
tions intégrales par les deux notations 


AsîA, 


la formule {iq) deviendra 

(. 8 ) 


OJOwrcs de C. — S. I, t. XU. 


AjiT 
A, U ’ 
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Lorsque la fonction Z devient infinie pour des points situés à Tinté- 
rieur de l’aire S, alors le premier théorème doit être évidemment rem¬ 
placé par la proposition suivante : 

Toéoiième il — Soit z Vajjixe variable d'un point mobile P; soit 
encore Z une fonction de z, qui reste monodrome et monogène, dans 
le voisinage de tout point situé à Vintérieur d\me certaine aire S ou sur 
le contour de cette aire, et ne deçienne ni nulle ni infinie pour aucun 
point de ce contour. Si V on fait momoir un point mobile : i“ sur le con¬ 
tour de Vaire S; 2^^ sur la circonférence d'un cercle qui ait pour centre 
rorigine des affixes, le rapport entre les variations intégrales que subi¬ 
ront, dans le premier cas le logarithme népérien \Z de la fonction Z, 
dans le second cas le logarithme népérien î:; de la variable z, sera la 
différence entre le nombre des racines de Véquation (5) et le nombre 
des racines de l'équation (6) quand on tiendra compte seulement de 
celles d'entre ces racines qui sont propres à représenter les affixes de 
üoints situés à l'intérieur de l'aire S. 


§ ÏI. — Application des principes établis dans le premier paragraphe 
* aux équations algébriques. 

Soientune quantité géométrique, rie module de vi 

(1) Z = . .. H- gz -h h 

une fonction entière de du degré n. Pour des valeurs croissantes 
de r, le rapport 

(2) ™ — « H- bz~^ H- cz~^-\~ hz~'^ 

convergera vers la limite a, et ne pourra s’évanouir si Ton suppose^ 
rf>R, R étant assez considérable pour que, dans le second membre 
de la formule ( 2 ), le module du premier terme surpasse, pour rf> H, 
la somme des modules des termes suivants. Cette condition étant sup¬ 
posée remplie, nommons S Taire du cercle qui a pour rayon R, et 
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posons 

Z _ 

Quand on fera décrire au point mobile P le contour de l’aire S, la 
variation intégrale du logarithme de u sera nulle, et celle du loga¬ 
rithme 

\Z — n ïz H- î a 

se réduira au produit de n par la variation intégrale de î-. Donc le 
rapport des variations intégrales des logarithmes \Z et sc réduira 
au nombre n, et, en vertu du théorème I du § I, n sera précisément le 
nombre des racines égales ou inégales de l’équation 

(3) 

Ainsi les principes établis dans le § I fournissent une démonstra¬ 
tion très simple et très directe de la proposition fondamentale, sui¬ 
vant laquelle loiUe équation algébrique du degré n admet n racines 
algébriques ou géométriques, égales ou inégales. 

Ajoutons que, du théorème I (§ I), joint à la formule ( 7 ) de la 
page 223, on déduira immédiatement le théorème général que j’ai 
donné en i83i sur le nombre des racines d’une équation qui satis¬ 
font à des conditions données, avec des théorèmes particuliers et 
relatifs aux racines réelles, établis par moi-même eh i8i3, ou par 
M. Sturm en 1829 . 


557 . 

Analyse mathématique. — Sur les variations intégrales 
des fonctions (suite). 

C. R., T. XL, p. 713 (2 avril i855). 

Quelques-unes des formules établies dans le précédent article sont 
évidemment applicables, non seulement aux fonctions qui sont à la 
fois monodromes et monogènes, mais encore à celles qui sont mono- 
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dromes sans être monogènes. Telles sont, en particulier, les for¬ 
mules (to) et(iï) de la page 263. En conséquence, on peut énonc(*r 
la proposition suivant(; : 

Théorème. — Soit z Vaffixe variable d’un point mobile; nommons Z 
une fonction de z qui reste monodrome dans le r^oisinage de tout point 
situé à l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le contour de cette aire, et 
ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce contour. Soient 
d’ailleurs 

C, C', C", ... 

ceux des points de l’aire S qui ont pour affixes des racines de Vune des 
équations 

(I) ZzzzO, 

(.) ^= 0 , 

et représentons par 

s, s', . . . 

des éléments de Vaire S, dont chacun renferme un seul des points singu¬ 
liers 

c, c^ r/, .... 

Enfin soient 

(3) (S)=:AÏZ 

la variation intégrale de ÎZ, dans le cas ou le point mobile dont z est 

Vaffixe décrit le contour entier de Vaire S, et 

(s), (s'), ... 

ce que devient (S), quand à Vaire S on substitue les aires s, s^ s'%_ 

On aura 

On peut généralement, à l’aide de la formule (4), calculer avec 
facilité la variation intégrale (S) en réduisant les aires élémentaires 
(s), (s ), (s ), ... à celles de très petits cercles qui aient pour centres 
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f(‘s points C, ( 7 , C".Alors, si la fonction Z est monogène, et si le 

point mobile tourne autour de l’aire S avec un mouvement de rotation 
direct, on trouvera 

(•>) (s) = 2 7: Ai, 

h étant le nombia' des racines égales à c, prises avec le signe + ou 
avec !(' signe suivant que ces racines appartiennent à l’équa- 
lioa (i) on à l’équation (2). Si l’on pose, pour abréger, 

( 6 ) I= 21 Ti, 

(•’(‘st-à-dire si l’on représente par I la variation intégrale 

AÏ5 

correspondante à i’aire d’un très petit cercle dont le centre serait le 
pôb^ mêm(', on aura simplement 

(7) (s) = AI. 

(ioïKîcvons maintenant que la fonction Z cesse d’ètre monogène, 
mais reste rnonodrorae. fféqualion (4) continuera de subsister; et 
l’on [)ourra (meore déterminer les variations intégrales (s), (s'), 
(s"), ... en opérant comme on va le dire. 

Soit P le rayon du cercle infiniment petit qui a pour centre le 
point C. l/afiixe variable z. du point mobile, assujetti à parcourir la 
circonfér('nce d(; C(i cercle, sera de la forme 

- — c H- Pct, 

(d la valeur correspondante de Z sera de la forme 
.(8) Z=l\p, 

P étant une fonction de n, qui, pour une valeur nulle de p, vérifiera 
généralement une équation de la forme 

( 9 ) AP = /iAct, 

h étant une quantité entière positive, nulle ou négative. Cela posé, on 
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tirera de l’équation ( 8 ) 

(10) (s)=:iAP, 

et, eu égard à la formule ( 9 ), 

(11) (s) = /il. 

Si l’on suppose 

X, y, X, Y étant réels, et si d’ailleurs la fonction 

î/= D^^Dy JT - DyXD^ Y 

ne se réduit pas à zéro, on aura généralement 

( 12 ) . h~±\, 

le double signe devant être réduit au signe 4 - ou au signe. — , suivant 
que U sera positif ou négatif. 

Nous montrerons, dans un prochain article, comment les j)rincip('S 
que nous venons d’exposer peuvent être appliqués à la détermination 
du nombre des systèmes de valeurs de x, y propres à vérifier deux 
équations simultanées 

X~o, Y—o. 


558 . 

Analyse mathématique. — Sur les variations intégrales 
des fonctions 

C. R., T. XL, p. 804 (9 avril i855). 

J ai, dans les précédentes séances, en considérant les variations 
intégrales des logarithmes des fonctions, établi divers théorèmes qui 
s appliquent avec avantage à la résolution des équations algébriques 
ou transcendantes; mais à ces théorèmes on peut joindre encore un 
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grand nombre de propositions qui paraissent dignes d’ètre remar¬ 
quées. J(‘ me bornerai a en indiquer ici quelques-unes. 

Tiiéoukme I. — Soit Z Vajjixe d'un point mobile; soient encore a et e 
(leux fonctions de z^ dont chacune reste monodrome dans le voisinage 
(le. tout point situé à l'intérieur d'une certaine aire S, ou sur le contour 
(le cette aire, et ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce 
contour. Enfin désignons à l'aide de la notation 

AÏZ 

1(1 variation intégrale que subit le logarithme d'une fonction Z de z, 
tandis que le point mobile dont Vajfixe est z décrit, açec un momement 
direct, le contour entier de l'aire S. Si, en chaque point de ce contour, le 
rapport ojft'c" ttn module inférieur à l'unité, on aura 

(i ) H™ e) — A Uo 

Démonstration, - En effet, dans riiypothèse admise, la différence 

(>n(r(f i(> promit'r et le second membre de la formule (i) sera nulle, 
aU(!ndu que rargunnmt principal de la somme i + ^ ne pourra de- 
vt'iiir égal à ±; -n:. 

Corollaire. - Soi(mt 

('t S|, une valeur particulière de z. Posons d’ailleurs, pour abréger, 
1 r - a-üi ; on aura, (^n vertu de la formule (i), 

( ^ A 1 ^o) — b 

si, en chaque point du contour de l’aire S, le module /• de surpasse 

constamment le module de 

(3) AÏ(s-5o) = o» 

si, en chaque point du contour de l’aire S, le module r est constam- 
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ment inférieur au module de ^o* Au reste, les formules ( 2 ) et (3) 
pourraient encore se déduire du théorème I de la page 265 . 

On déduit immédiatement du théorème 1 la proposition suivante : 

ThéopxÈme il — Soit Z Vaffixe cVun -point mobile. Nommons Z une 
fonction de z qui s'épanouisse pour z =: c, et reste monodrome dans k 
Doisiaage de la valeur c attribuée à la variable z. Soient d'ailleurs s faire 
et P le rayon d'un très petit cercle qui renferme le point C, dont Vaffixe 
est c; calculons, pour 

les valeurs des dipers termes de la suite 

Z, DpZ, D^Z, 

et soit, parmi ces termes, 

D'^Z 

le premier de ceux qui ne s épanouissent pas quand on pose p “ o. Enfin, 
représentons par P la valeur du produit 

correspondante à une valeur nulle de p. Si, en résolpant par rapport à la 
clef 

V équation 

(4) /> = o, 

qui sera généralement du degré in en lù, on obtient pour valeurs de w 
des quantités géométriques dont les modules soient tous distincts de 
runité, on aura, en nommant m le nombre de ceux qui surpasseront 
limité, et (s) la variation intégrale de IZ correspondante au contour 
entier de l’aire s, 

(s) =r (« — m)l. 

A 

Corollaire. — Si l’on a n ~ i, et si d’ailleurs on pose 
sz=œ-^y\, Z — 


( 5 ) 
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m, y, X, Y étant réels, on trouvera 

P — e^'CDxZC.OSW -h sinsr) = ci>^{T)j:Z — i ByZ) + B^Z-j-iByZ. 

Donc alors l’équation (4), réduite à 

, B^Z -H i ByZ 

w + .- > -r- vr V — 0> 

B^Z - 1 J)yZ 

offrira deux racines dont le module commun aura pour carré le 
module du rapport 

D^Z H- i DyZ _ B^A' -ByF-h i (DyX-f- D* Y) 

D^Z - i DyZ ■" B a: A' -t- J)y F - i ( Dy Jr - D^ Z) ’ 

et pour quatrième puissance le rapport 

(B^AT— UyVy-hiByAr-^B^FY 
(D«Jt'+DyF)^-t-(DyX-l)^F)=’ 

qui est inférieur ou supérieur à l’unité, suivant que la différence 

B^.A'ByY-ByA'B^r 

est positive ou négative. Par suite on aura, en vertu de la formule (5), 
dans le premier cas, m=:o, 

(6) (s)=-.I; 

dans le second cas, m = 2 , 

( 7 ) (S)rr-I. 

On sera donc ainsi ramené aux formules (i i) et ( 12 ) de la page 270 . 
On déduit encore aisément du théorème 1 ta proposition suivante : 

Théorème III. — Soit 

(8) f(Z,^) 

une fonction des deux variables Z, z, qui reste, par rapport à chacune 
d’elles, non seulement monodrome, mais aussi monogène dans le i)oisi- 
nage des valeurs particulières et finies 

z — c, Z=C, 


OKuvres de C. — S. 1, l. XII. 


35 
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simultanément attribuées à ces variables. Supposons d’ailleurs que, pour 
ces mêmes valeurs, on ait 

(9) 

K désignant une constante finie. Si cette constante nest pas nulle, alors, 
pour des valeurs infiniment petites de z — c, Véquation 

(10) f(Z,^)~f(C,c):=ro 

fournira une valeur de Z très voisine de C, qui sera une fonction mono- 
drome et mono gène de la variable z. 

Démonstration. — Posons 

« r= f(Z, f( C, C ), 

ce qui permet de présenter Téquation (lo) sous la forme 


: O, 


En considérant la différence zc comme une quantité intinimemt 
petite du premier ordre, on obtiendra pour e une autre quantité infi¬ 
niment petite dont 1 ordre sera un nombre entier. Soit n cet ordres; 
tandis que z — c convergera vers zéro, le rapport ^~ convergera 
vers une limite finie k distincte de zéro, et si l’on pose, pour abrége^r, 

Z c ~ 

[z — cy^ Z — c 


U 


alors, pour des valeurs infiniment petites des différences 

5-c, Z-C, 

t se réduira sensiblement au module de ^ et^ au module de /f; par 
conséquent le module de ^ se réduira à un produit de la forme 

(”) ^ 

R ’ 

ô étant une constante positive sensiblement égale au module x du 
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rapport Cela posé, concevons que l’on attribue à .s une valeur très 
voisine de c, par conséquent une valeur à laquelle corresponde une 
très petite valeur du module p, et qu’en prenant pour centre le point 
dontraffixe est C on décrive autour de ce point un très petit cercle 
dont le rayon R soit au produit xp" dans un rapport supérieur à 
l’unité, par exemple dans le rapport de 2 à i; enfin nommons s l’aire 
de ce même cercle. Pour de très petites valeurs de p, le rapport (i i), 
c’est-à-dire le module de sera sensiblement égal au rapport 

xp” _ I _ 

TT ~ 2’ 

il sera donc inlerieur h l’unité, et par suite, en supposant les varia¬ 
tions intégrales relatives au contour de l’aire s, on aura (théorème I) 

(12) Aï(«-(-(')=; AÏ 
Mais, d’autre part, la valeur de u étant 

u = (Z~ C)Ac^, 

et le module A étant sensiblement égal au module de A' qui, par 
hypothèse, diflorc de zéro, on aura 

Alc'a^rro, 

AÎu=zAl(Z—C)=I. 

Donc la formule (12) donnera 

(13) Al(?i H-1^) = I, 
ou, ce qui revient au même, 

(14) AÎ[f(Z,^:)-f(C,c)] = I. 

Donc, eu égard au théorème I de la page 265, l’équation (10), résolue 
par rapport à Z, offrira, pour une valeur infiniment petite de s — c, 
une racine très voisine de C, et n’en offrira qu’une de cette espèce. 
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De plus, en vertu de la formule 

(i 5 ) /? = 2xp". 


R sera infiniment petit en même temps que p; pareillement, si z, 
sont très voisins de c, et Z, Z, de C, Z^ — Z sera infiniment petit en 
même temps que z^ —z. Donc la racine Z de l’équation (ro) sera, 
dans le voisinage de z — c, une fonction monodrome de Enfin, 
f(Z, z') étant par hypothèse une fonction non seulement monodrome, 
mais aussi monogène des variables z, Z, et la dérivée \)y î{Z, ;s) se 
réduisant, pour les valeurs z — c, Z — C ces variables, à une con¬ 
stante finie K différente de zéro, la valeur de D^Z, tirée de la for¬ 
mule (lo), savoir 


(i6) 


D.Z = 


D= ï{Z,z) 
i)yM.Z,zŸ 


sera elle-même, quand z différera très peu de c, et Z de C, une fonc¬ 
tion monodrome de Donc, en définitive, et sous les conditions 
énoncées dans le théorème III, l’équation (lo) fournira une valeur 
de Z, très voisine de C, qui sera une fonction monodrome et mono¬ 
gène de la variable s. 

Corollaire. — Si les valeurs particulières c, C, attribuées aux 
variables z, Z, vérifient l’équation 

f(Z, s) — O, 

la formule (lo) sera réduite à cette équation même. Cela posé, le 
théorème 1 entraîne évidemment la proposition suivante : 

Théouème IV. — Si f(Z, z) est une fonction toujours monodrome et 
mono gène des variables z, Z, la valeur de Z tirée de l’équation 

(17) {{Z,z) = o, 

et coirespondante à une valeur de z, qui, en demeurant finie, varierait 
par degrés insensibles, ne pourra cesser d’être une fonction monodrome 
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et mono gène de z qu’au moment où se vérifiera l’une des conditions 
(■ 8 ) ■ 

O 

( 19 ) I)ziiZ,z) = o, 

( 20 ) j)zi{z,z) — L 

Alors aussi la valeur de z, tiree de l équation et correspondante à 
une valeur de Z qui, en demeurant finie, varierait par degrés insensibles, 
ne pourra cesser d’être une fonction monodrome et monogène de Z qu’au 
moment où se vérifiera l’une des conditions 

_ T 

\-)J{Z,z)=o, 

\)J{Z,z)=l. 

Corollaire. — Lorsqu’une fonction Z de .s se réduit pour = r à 
une constante ünic C, et reste monodrome et monogène pour des 
valeurs de voisines de c, elle est, pour ces mêmes valeurs, dévelop- 
[)al)l(^ en une série convergente, ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de s — e, en sorte qu’on a 

(?. 4 ) Z — C — a{z — c) -Y- b{z — cy->r ... 

OU, ce qui revient au même. 


(21) 

(22) 
(2,3) 


( 2 , 7 ) Z-C — a{z-c)-h{z-cy-...-=o. 

Or, si l’on réduit la fonction ï{Z,z) au premier membre de la for¬ 
mule (.5), alors des conditions (21), (22), (aS) la seconde sera la 
seule que l’on puisse vérifier en posant ,s = c, Z = C, et même, pour 
qu’elle se vérifie alors, il sera nécessaire que la constante a s’éva¬ 
nouisse, ou, en d’autres termes, que, z — c étant une quantité infi¬ 
niment petite du premier ordre, Z — C soit une quantité infiniment 
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petite d’un ordre supérieur. Cela posé, le théorème II entraînera 
évidemment la proposition suivante : 

Théorème V. — Si une fonction Z de z se réduit pour z c à une con¬ 
stante finie C, et reste monodrome et mono gène pour des raleuî'S de z 
voisines de c, réciproquement z considéré comme fonction de Z, et assu¬ 
jetti à prendre pour Z C la valeur finie c, sera, pour des valeurs de Z 
voisines de c, monodrome et monogène, pourçu que, z ~~ c étant un infi¬ 
niment petit du premier ordre, Z — C soit encore un infiniment petit de 
cet ordre. 

Lorsque dans l’équation (24) la constante finie C diffère de zéro, 
on peut développer en série convergente ordonnée suivant les puis¬ 
sances ascendantes de z — c, non seulement la fonction Z, mais aussi 
la fonction ^ et par suite l’intégrale 

dz 

“z * 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème VI. -- Lorsqu une fonction Z de z se réduit pour z = c a 
une constante finie distincte de zéro, et reste monodrome et monogène 
pour des valeurs de z voisines de c, Vintégrale 



(26) 


/ 


dz 

Z 


est eïle-meme, pour des valeurs de z voisines de e, une fonction mono- 
drome et mono gène de z. 

Supposons maintenant la variable ^ liée à la variable t par une 
équation de la forme 

( 27 ) Dtz~Z, 


Z étant une fonction implicite de z déterminée par la formule (t7 )« 
Si, T étant une valeur particulière et finie de t, on nomme c la valeur 
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correspondante de l’intégrale s de l’équation (27), on aura 



Cela posé, on déduira immédiatement des théorèmes IV et VI la pro¬ 
position suivante : 

Théorème VU. — Si, {‘(Z, éiani une fonction toujours monodrome 
et mono gène des variables z, Z, on suppose Z lié à z par la formule 

in) i{Z,z) = o, 

l’intégrale z de l’équation différentielle 

(27) J),z=Z 

ne pourra cesser d’être une fonction monodrome et monogène de t qu’au 
moment où l’on aura 

(28) = = -> 

O 

ou. bien encore au moment où, des deux fonctions 

( 29 ) Z, Dzf(Z,s), 

l’une acquerra soit une valeur nulle, soit une valeur infinie. 

Corollaire 1 . — Si \\Z, z) est une fonction entière de 5 et de Z, 
alors, (‘.n nommant m le degré de la plus haute puissance de dans 
l’(Z, z), on aura 

(30) f(Z,z)=:PZ"‘-hQZ"‘-'-h...-hl7Z^-i-VZ-hW, 

P, Q, ..., ü, V, W étant des fonctions entières de la seule variable s. 
Alors aussi la dérivée D;,f(Z, z) étant elle-même une fonction entière 
des variables z, Z ne pourra devenir infinie que pour des valeurs 
infinies de ces variables ou de l’une d’entre elles; enfin la valeur de Z 
fournie par l’équation 

f(Z,z) = o 

no pourra devenir infinie, si z reste finie, qu’au moment où le coeffi- 
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cient P s’évanouira; et, quand Z sera nul, on aura nécessairement 
II'^o. Donc alors l’intégrale Zde l’équation (27) ne pourra cesser 
d’être une fonction monodrome et monogène de t qu au moment où 
cette intégrale vérifiera l’une des trois conditions 


(31) P—O,’ 

(32) W — o, 

OU bien encore la condition fournie par le système des deux équations 

(33) f(Z,^:)-o, ï)yMZ,z)=:o. 

Remarquons d’ailleurs que le cas où le premier membre f(Z, de 
l’équation (17) serait une fonction rationnelle des variables Z, z peu! 
toujours être ramené au cas où ce premier membre est une fonction 
entière, puisqu’on peut toujours passer du second cas au premi(‘r l'ii 
faisant disparaître les dénominateurs. 

Corollaire H. — Lorsque le coefficient P est indépendant d(i la 
variable -, on peut le supposer réduit à l’unité, et il n’est plus pos¬ 
sible de satisfaire à la formule ( 3 i); il en serait encore do môme si 
les coefficients 

Q, ..., ü, V, IF 

étaient tous divisibles algébriquement par P. Dans le cas contraire, 
Z deviendra infini pour des valeurs finies do ^ pour lesquelles on aura 
P = O. Soit c l’une de ces valeurs. Quand z — c deviendra infinim<‘nt 
petit, Z devenu infiniment grand se réduira au produit d’un facteur 
fini, mais distinct de zéro, par une expression de la forme 

(--C)H-, 

1 exposant p. étant négatif. Donc cet exposant no sera point de I’uik! 
des formes 

, J I 

* ’ ^ y I H- > 

n 11 

qu il devrait re\êtir (/i étant entier), pour que la fonction ^ de / ne 
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cessât pas d’être monodrome et monogèric. Donc, si l’intégrale 3 tle 
l’équation (27) ne cesse jamais d’être monodrome et monogène, le 
coefficient/* de dans l’équation (17) pourra être supposé réduit à 
l’unité, et cette équation même a la forme 

(3.',) Z'"-f-+ ...+• vz-\- ir = o, 

..., U, fi, Ifi étant des fonctions entières de ;s. 

H reste à joindre aux formules (28), ( 32 ), ( 33 ) les conditions qui 
expriment que l’intégrale z de l’équation (27) ne cesse pas d’être une 
fonction monodrome et monogène de t, quand on attribue à t une 
valeur finie voisine de l’une de celles pour lesquelles se vérifie ou 
Tune des formules (28), ( 32 ), ou le système des équations ( 33 ), 
fi’(>st ce que nous ferons dans un prochain article. 


559 . 

Axai.ysiî Ai.cÉRiuonK. — Sur la Iransfor/naiion des/onclians implicites en 
fonctions monodrornes et monogènes, et sur les développements de ces 
fonctions en. séries convergentes. 


U., T. XL, [). 878 ('i() avi'il i8')5). 

La formule de Lagrange permet de développer sous certaines con¬ 
ditions une fonction implicite d’une variable en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de cette variable. Mais elle sup¬ 
pose que la valeur de la fonction, correspondante à une valeur nulb' 
de la variable, est la racine simple d’une équation linéaire. Quand, au 
contraire, cotte valeur est une racine multiple d’une équation algé¬ 
brique ou transcendante, la formule de Lagrange cesse d’être appli¬ 
cable. Toutefois on peut souvent, dans ce cas là même, développer 
encore la fonction en une série convergente, en suivant la méthode 
que M. Puiseux a exposée dans scs recherches sur les fonctions algé- 

3G 
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de Z très l'oisines de C. Nommons Z, l’une de ces racines, eL Z.,, Z.,, 
celles qui lui sont associées comme termes d’une même substitution circi 
laire du degré n, en sorte que Vaccroissement 2Tr attribué à l’arguma 
de la variable z transforme Z^ en Z.,, Z^ en Z^, ..., Z^-^ en et '/ 
en Z,. Si l’on pose 

(3 ) ^ — c — U", 

chacune des racines 

7 7 7 

sera une fonction monodrome et monogène de la variable u, dans le vo 
sinage d’une valeur nulle de cette variable. 

Démonstration. — Cbacuno des racines 

Zlj Zo, Z;JJ ..., Z fj , 

élant une fonction monodrome et monog'enc de et à plus for 
raison de u, dans le voisinage de toute valeur de .s très voisine de 
mais distincte de c, par conséquent dans le voisinage d’une valei 
de u très voisine de zéro, mais distincte de zéro, il rest(ï seulement 
montrer que ces racines sont encore des fonctions monodromes 
monogènes de u dans le voisinage d’une valeur nulle do u; et, poi 
le prouver, il sullit de faire voir que chacune d’elles et sa dériv/ 
relative h rc'prennont leurs valeurs primitives, quand l’argument 
de u croit de la circonférence aiz. Or eflectiveinent, en vertu de 
formule ( 3 ), si l’on fait croître n fois de suite l’argument p de 
quantité 

2 TT 

- ; 

n 

l’accroissement correspondant de .s — c sera chaque fois égal à ni 
donc la racine Z^ sera successivement remplacée par Z,, puis p 
Z,, ..., puis par Z„, puis elle reprendra sa valeur primitive, quai 

2 TU 

l’accroissement définitif et total de p sera le produit de ^ par . 
c’est-à-dire a-K. Ajoutons qu’on pourra en dire autant de la dériva 
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560 . 


■ Anaia’sh mathématique. — Sur les compleiu's logarithmiques. 

U., T. XL, p. roog (3o avril £855). 

Tandis que les logarithmes réels des nombres permettent de sim¬ 
plifier notablement les calculs numériques, on peut, dans la haute 
Analyse, tirer un parti avantageux des logarithmes imaginaires; et 
pour déterminer, dans une équation algébrique ou même transcen¬ 
dante, le nombre des racines réelles ou imaginaires qui satisfont à 
certaines conditions, il est très utile de recourir à ce que j’appellerai 
les compteurs logarithmiques. Je me propose ici d’en donner une idée 
<'n peu de mots. 

Soient 


( ' J J - .r H- I 

rafiixe d'un point mobile P; z', z" deux valeurs particulières de s, 
qui représentent les aflixos des extrémités M et N d’une certaine 
ligne droite ou courbe MN décrite par ce point mobile, et s l’arc 
mesuré sur cette ligne dans le sens du mouvement, à partir d’une 
origine fixe A; soient enfin /, s" les valeurs de s correspondantes aux 
points M et N. Tandis que l’alfixe z du point mobile P et les coordon¬ 
nées rectangulaires .x, y liées à s par l’équation (i) varieront, avec 
l’arc .y, par degrés insensibles, le logarithme népérien Is variera lui- 
même, et ne pourra changer brusquement de valeur qu’à une époque 
où l’argument [irincipal de z, ayant atteint l’une de ses deux limites r. 
ou -t:, passera de l’une à l’autre; par conséquent, à une époque où, 

.r étant négatif, le rapport ^ changera de signe en passant par l’in¬ 
fini. Cela posé, en considérant le rapport ^ comme fonction de s, 

nommons K la somme des indices de ce rapport correspondants à des 
valeurs négatives de x, et indiquons, à l’aide de la lettre caractéris- 
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tique A, placée devant les logarithmes népériens 

Iz et 


dont le second varie avec ;; par degrés insensibles, les variations inté¬ 
grales qu’acquièrent ces logarithmes, tandis que le ])oitit niobih' P 
décrit la ligne MN. La variation logarithmique AÎs sera évidenittuMil 
liée à la variation 

(2) AI::=rU"-l5' 
par la formule 

(3) AÏi; = Al::4-A'I, 
la valeur de 1 étant 

(4) t = airi. 

De plus, comme, en désignant par c un facteur constant, on ani'a 
généralement 

(5) AÎ(c;) = AU, 

si dans la formule ( 3 ) on remplace par — on trouvera 

(6) Alc = Al(-^)-i- a;i. 


K étant la somme des indices du rapport -- correspondants à des 
valeurs positives de x; puis on tirera des formules (3) et ((>) 



exprimant l’indice intégral de j entre les limites ^ ^ .v", c’est- 

a-dire la somme des indices du rapport ~ correspondants aux divers 



EXTRAIT N” 560. 


287 


points où la ligne MN rencontre l’axe des x. D’autre part, comme, en 
■désignant par a, b deux quantités algébriques et supposant 

( 8 ) c HZ Cl H—• ^ i J 


on aura 


cz z= aæ — by {ay H- bx)\^ 

on tirera encore des formules ( 5 ) et (7) 


(Q) Aî- I {ax ~by \ . 

a 1 J \ay-y bx)^ 


puis on en conclura, en posant c = i, 

(,o) 


.1 tï 


Des formules (7) et (10), comparées l’une à l’autre, on déduit immé¬ 
diatement l’équation 


(>0 



Al( is)-+ Al(— k-) - Ak--Al(—=) 


dont le second membre dépend uniquement des alïixes z', z" des 
points M, N et conserve la même valeur, quelle que soit la nature 
de la ligne droite ou courbe décrite par le point mobile P. Le pre¬ 
mier membre doit donc être lui-même indépendant de la nature de 
cette ligne. En cfTct, si l’on désigne par u ou le rapport ^ ou un(‘ 

fonction réelle quelconque de l’arc v, assujettie à varier avec cet arc, 
tant qu’elle ne devient pas infinie, par degrés insensibles, et si l’on 
nomme u', u" les valeurs de u correspondantes aux valeurs s" de s, 
on aura’généralement 



de sorte qu’entre les limites s = s', s = s" l’indice intégral de a, joint 



à celui de donnera pour somme zéro, si a , u" sont des quantités 
de^mêmc signe, et — i ou + i dans le cas contraire, savoir : + i si, 
a' étant négatif, u" est positif; — i si, u' étant positif, u" est négatif. 

Ajoutons que, si U, V désignent deux fonctions entières de s, et 11 ' 
le reste qu’on obtient en divisant algébriquement U par V, on aura 

■ - s' s — s’ 

Z-A + Ji 

une fonction de qui dcineurp rnonodrome dans le voisinage d’un 
point quelconque de la ligne MN décrite par le point mobile P. On 
tirera de la formule (7), en y remplaçant s par /, 

aTv ^\Z^\-^\{-Z) l'' "V-l 'l 


évidemment 

(13) 

Soit maintenant 

(1 4 ) 


Si la ligne MN se transforme en un polygone ou en une courbe fermée 
qui serve de contour à une certaine aire S, alors, le point N se con¬ 
fondant avec le point M, les variations intégrales AIZ, A 1 (— Z) s’éva¬ 
nouiront, et l’équation (i 5 ) donnera 


(t6) 



Enfin, si la fonction Z de est non seulement monodronu', mais aussi 
inonogène dans le voisinage d’un point quelconque de Faire S ou de 
son contour MN, et si d’ailleurs, en décrivant ce contour, le point 
mobile»P tourne autour de Faire S avec un mouvement de rotation 
direct, chacun des membres de l'équation (i6) lU'présentera la diffé¬ 
rence qu’on obtient quand, après avoir déterminé, pour chacune des 
deux équations 
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le nombre des racines propres à exprimer les affîxes de points ren¬ 
fermés dans Taire S, on retranche du nombre de celles qui appar¬ 
tiennent à la première équation le nombre de celles qui appartiennent 
à la seconde. 

Il est bon d’observer que, dans l’équation (i6), I représente la 
variation intégrale Al:; correspondante au contour d’une aire qui 
renfermerait le pôle. En conséquence, si Ton nomme (S) la valeur 
commune des deux membres de l’équation (i6), on aura non seu¬ 
lement 





mais encore 


( 20 ) 


(S) = 


AlZ 

Aï:;’ 


les variations intégrales AlZ, Aïs étant relatives. Tune au contour 
de Taire S, l’autre au contour d’une aire qui renfermerait le pôle. 
Ajoutons que la formule (20) continuera do subsister si les mouve¬ 
ments de deux points mobiles assujettis à décrire les deux contours 
dont il s’agit, au lieu d’être Tun et l’autre directs, sont tous deux 
rétrogrades. 

Dans le cas où la fonction Z reste monodromc, monogène et finie 
en chaque point do Taire S, la quantité (S) déterminée par la for¬ 
mule (19) ou (20) est précisément le nombre de celles des racines 
de l’équation (17) qui sont propres à représenter les alBxes de points 
renfermés dans Taire S. Pour ce motif, nous désignerons la quan¬ 
tité (S) sous le nom de compteur logarithmique. Cela posé, on pourra 
énoncer les deux propositions suivantes : 

Théorème I. — Lorsque la fonction de z, représentée par Z, reste mono- 
drome, monogène et finie, dans le voisinage d’un point quelconque de 
l’aire S, le compteur logarithmique (S), déterminé par l’équation (19) 

OEuvres de C. — S. I, t. XII. ^7 
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ou (20), exprime le nombre de celles des racines de l’équation 

Z - O, 

qui sont les affixes de points renfermés dans l’aire S. 

Théorème II. — Lorsque la fonction de s, représentée par Z, restt 
monodrome et monogène dans le voisinage d’un point quelconque dt 
l’aire S, le compteur logarithmique, déterminé par l’équation (19) ou 
(20), est la différence des deux nombres qu’on obtient en cherchant com¬ 
bien de racines, représentées pcir des affixes de points renfermés dam 
l’aire S, appartiennent d’une part à l’équation Z = o, d’autre part a 

, • I 

l équation ^ = o. 

Ajoutons quo, si la fonction Z sc décompose on deux facteurs ü, V, 
dont le second ne deyienne jamais nul ni infini en aucun point du 
contour de faire S, on pourra, dans la recherche du compteur loga¬ 
rithmique, substituer la fonction t 7 à la fonction Z. 

Ajoutons encore que, si, le contour de faire S étant composé de di¬ 
verses parties, les parties correspondantes de la variation intégrale AI: 
sont deux à deux égales au signe près, mais affectées de signes con¬ 
traires, le compteur logarithmique (S) se réduira simplement à zéro. 

De la première remarque, jointe au premier théorîune, on conclul 
immédiatement {voirhv page 267) que toute équation algébrique du 
degré n admet n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales. 

De la seconde remarque jointe au second théorème, on dédiiil 
immédiatement une proposition établie par M. Liouville, qui est rela¬ 
tive aux fonctions doublement périodiques, et que fon peut énoncei 
comme il suit : 

Théorème III. — Soient z l’affixe d’un point mobile, et x, y dem 
coordonnées rectangulaires ou obliques mesurées sur deux axes qui, pas¬ 
sant par le pôle, forment avec l’axe polaire les angles o et y , en sorti 
qu’on ait 
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Soil, de plus, Z une fonction monodrome et mono gène de z, qui ne varie 
pas quand on attribue a la variable x l accroissement a, ou à la variable y 
l accroissement b. Si l on nomme S / aire d'un parallélogramme dont les 
cotés, représentes par a et h, soient respectivement parallèles aux axes 
des X et des y, et ne renferment aucun point dont Vajfixe soit racine de 
rune des équations 

r, I 

« 

le nombre des points pour lesquels se vérifiera la première équation, sera, 
dans l intérieur du parallélogramme, égal au nombre des points pour 
lesquels se vérifiera la seconde. 

Jo joindrai ici une dernière observation. Si Z est une fonction 
entière de ^ du degré n, on pourra, en opérant comme je l’ai fait 
dans le Mémoire de i 83 i, déduire de la formule (19), jointe aux 
(‘(juations (12) et (r 3 ), le nombre m des racines de l’équation Z — o 
(•.orrespondant(!s à des points renfermés dans l’aire S, lorsque le con¬ 
tour de cette aire se transformera en un polygone rectiligne ou curvi¬ 
ligne dont chaque côté sera ou une ligne droite ou un arc de cercle. 
Toutefois, si l’on suit la marche indiquée dans le Mémoire cité, alors, 
dans chacune des fractions rationnelles dont les indices serviront à 
déterminer le nombre m, les deux termes, réduits à des fonctions 
entières.d’une seule variable, seront généralement du degré n quand 
il s’agira d’un côté rectiligne du polygone, et du degré an quand un 
côté se transformera en un arc de cercle. Les principes ci-dessus 
exposés permettent de réduire, dans le second cas, le degré un au 
degré n. Pour montrer comment cette réduction s’opère, concevons 
que, Z étant une fonction entière de xî du degré n, on demande le 
nombre m de celles des racines de l’équation Z = 0 qui corres¬ 
pondent à des points situés dans l’intérieur du cercle qui a pour 
rayon le module r, et pour centre le point dont l’affixe est c. Pour 
chacun des points situés sur la circonférence de ce cercle, l’afïixe 5 
sera de la forme 

Z=zc + rp — c + rei>‘, 
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et, en posant 


on aura 


^ = tang — î 


Z c r 


I H- t\ 
I — t\ 


Cela posé, si l’on prend 
( 23 ) 


T—ii-tiYZ, 


T sera évidemment une fonction entière do t du degré n. D’ailh'iirs 
on pourra aux limites — tt, H-tc de la variable p faire (;orresj)<)ndre 
les limites — co, +■«:> de la variable t-, par conséquent l’équation (19) 
jointe à l’équation (aS) donnera 


[ 24 ) 


m 


Aïr— rt AÎfr — /i) 


chaque variation intégrale s’étendant à toutes les vabnirs <1(‘ / l•()nl- 
prises entre les limites ; = — qo, t = xi. Mais on aura ('iitrc' im's 
limites 

AÎ(l — ii)=:Al(l—ii)=: — 7ti=: — 

Donc la formule (24) donnera 

( 25 ) 

' Si maintenant on pose 

(26) T^U+Vi, 

U, Fêtant deux quantités algébriques, on tirera de la formnb' (an), 
jointe à l’équation (i 5 ), 


n Air 

/n = - H- T— ■ 

2 1 


(27) 


_n A1(T) + Al(— T) I 


2I 


5 .1 ir} 


et il est clair que, dans l’équation (27), U, V seront, ainsi que T, des 
fonctions de t entières et du degré n. 



EXTRAIT N° 561. 


293 


561 . 

Analyse algébrique. — Sur le dénombrement des racines qui, dans une 
équation algébrique ou transcéndante, satisfont à des conditions 
données. 

C. R., T. XL, p. tSag (aS juin i855). 

Gomme je l’ai remarqué dans de précédents Mémoires, les diverses 
racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique ou trans¬ 
cendante peuvent être censées représenter les alTixes de points situés 
dans un certain plan, et le nombre de celles qui correspondent à des 
points compris dans un contour donné est exprimé par le compteur 
logarithmique. D’ailleurs, ce compteur peut être déterminé à l’aide 
d(^s indices des fonctions, et par conséquent le dénombrement des 
racines qui satisfont à des conditions données peut être réduit à la 
détermination de ces indices. Elfectivcment, le calcul des indices 
fournit un moyen simple d’aborder, pour une équation algébrique, 
les d('ux problèmes que j’ai résolus en i 8 i 3 et en i 83 i ('), savoir : 
le dénombrement des racines positives, des racines négatives et des 
racines réelles ou imaginaires qui représentent les affîxes de points 
renfermés dans un contour limité par des droites ou des arcs de 
cercle. 

D’autre part, l’indice intégral d’une fraction rationnelle entre des 
limites données peut se déduire, ou de la considération des poly¬ 
nômes que fournit la recherche du plus grand commun diviseur 
algébrique entre les deux termes de la fraction et des propriétés 
que possèdent ces polynômes, spécialement de celles que M. Sturm 
a signalées le premier et appliquées au dénombrement des racines 
réelles, ou, comme l’a fait M. Hermite dans un Mémoire (=) qui m’a 

(^) OEavres de Cauchy, S. II, T. XV. 

(2) •Dans CO beau Mémoire, M. Hermite déterminait aussi le nombre des systèmes de 
valeurs réelles de et de jr qui, étant comprises entre des limites données, vérifient 
deux équations algébriques en x etj. 
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toujours paru digne d’être remarqué, de la considération de certain 
équations d’une forme particulière et dont toutes les racines so 
réelles. 

La méthode suivie par M. Hermite, et appliquée par lui-même 
dénombrement des racines réelles, évite les divisions. A la vérité, I 
résultats immédiatement fournis par elle diffèrent au premier abo 
des résultats plus simples que fournit la méthode de M. Sturr 
quand, avec M. Sylvester, on débarrasse chaque polynôme du di’ 
seur constant introduit par la division algébrique. Mais on pe 
revenir des uns aux autres, et un artifice de calcul dont la simplici 
a frappé M. Hermite, auquel je le communiquais, peut être utilcme 
mis en oeuvre pour cette transition que M. Hermite m’a dit av{ 
effectuée de son côté. D’ailleurs les principes sur lesquels s’appuie 
nouvelle méthode se déduisent avec facilité de plusieurs théorèm 
déjà connus; on pourrait dire qu’elle consiste dans l'emploi de thé 
r'emes nouveaux qui sont des conséquences directes des prcmiei 
J’ai cru qu’il ne serait pas sans intérêt d’énoncer avec précision c 
divers théorèmes, d’en simplifier, autant que possible, les démo 
sti’ations, enfin d’appeler l’attention des géomètres sur les rappoi 
qui existent entre eux, sur l’extension qu’on peut leur donner, s 
les nombreuses applications auxquelles ils se prêtent. Tel est l’obj 
spécial du Mémoire que j’ai l’honneur de présenter h l’Académie, 
me bornerai pour l’instant à le résumer en peu de mots. 

D’après la règle de Descartes, dans une équation dont le premi 
membre est ordonné suivant les puissances descendantes de l’i 
connue, le nombre des racines positives est tout au plus égal 
nombre des variations de signe, et le nombre des racines négath 
au nombre des permanences de signe entre les coefficients d 
diverses puissances pris consécutivement et deux à deux. 

Si quelques coefficients s’évanouissent, chacun d’eux pouvant êl 
à volonté considéré comme positif ou comme négatif, le nombre d 
permanences pourra dépendre des signes qui leur seront attribue 
et admettre, en raison de cette dépendance, une valeur maximi 
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ainsi qu’une valeur minimum. La différence entre ces deux valeurs sera 
égale ou inférieure au nombre des racines imaginaires \voir VAnalyse 
algébrique, p. 019 (*)], pourvu loutotbis que l’équation donnée n’ait 
j)as dos racines nulles. 

De ce théorème fondamental on déduit immédiatement les deux 
propositions suivantes, dont la première était connue depuis long¬ 
temps : 

Tiiéouèsie I. — Dans une équation algébrique dont toutes les racines 
sont réelles et distinctes de zéro, les coefficients de deux puissances consé¬ 
cutives de rinconnue ne peuvent disparaître simultanément, et quand un 
coefficient s’évanouit, les deux coefficients voisins sont affectés de signes 
contraires. 

ïiuîonÈME 11 . — Représentons par 

A. j, .ï 2 ? • ■ • 5 /i—1, A,, 


des fonctions réelles et entières de x, la dernière X„ étant telle, que les 
racines réelles de l’équation 

( i ) -■! rt “ O, 

comprises entre, les limites x = x', x = x", soient des racines simples qui 
ne réduisent pas X„_, à zéro. Soit encore 0 une fonction entière de x et h 
déterminée par la formule 

( 3 ) H T= — A\ 0 "--^ -h A\ 0 H- (-1 

Si, pour toute valeur réelle de x comprise entre les limites x, x", les 
/I racines de l’équation 

(3) 0 = 0, 

résolue par rapport à l’inconnue 0, sont constamment réelles, l’accroisse¬ 
ment que subira le nombre des permanences entre les termes de la suite 

1, Xj, A^, ••*, A n,~\y 


(1) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. lïl, p. 324* 
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quand on passera de la limite x = x' à la limite x = x", sera précisé¬ 
ment la valeur de l’indice m déterminé par la formule 



Corollaire I. — Pour que l’équation ( 3 ) soit du nombr(' de celles 
dont les racines ne cessent jamais d’être réelles, il suffît que ±6 
soit ce que devient la résultante algébrique de fonctions réelles et 
entières de x, représentées par les divers termes d’un tableau à 
double entrée dont chaque ligne horizontale, ou verticale, rcnnu'uni 
«termes différents, quand on retranche l’inconnue 0 de cliacun d(^s 
termes situés sur une diagonale, si d’ailleurs ce tableau u’(îst |)as 
modifié quand on échange les lignes horizontales contre les lignes 
verticales; par conséquent, il suffit que ±0 soit la résultante d'un 
tableau de la forme 

0 , 

* • • > .7 • • • > * • • 7 

* • *, ^n,n 

étant une fonction entière de x dont la forme dépende des 
nombres p., v et redevienne la même quand on échange* entn* euix 
les indices p, v. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si, étant de. 
la forme Sji+v-s, le tableau (6) se réduit au suivant : 

®0 0, 5], . . ., a,;-!. 

Si, «2—Ô, S„, 

•*7 .3 * • • 3 • *3 

^n — lj • • *3 ^2/z~2 — 

Corollaire IL — On doit remarquer le cas particulier où, dans le 
tableau (7), est une fonction linéaire de x, par conséquent de la 
forme 

byX, 

«v, étant deux coefficients réels. C’est ce qui aura lieu, par exemple, 
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réelle et affectée du même signe queiv^v» par conséquent du même 
signe que ou suivant que l sera pair ou impair. Cela posé, si 
l’on nomme une fonction entière de x déterminée par la formule 

U \ ^1 ^2 ^ Il 

( i 6 ) — =- 1 -h . . • H--- ) 

\ / if /y* /y» 'T' _ 'Y* 

te iA/ tÂy J tX/ «X/ 2 * 

ct±0 la résultante du tableau (7), l’équation ( 3 ).sera du nombre 
de celles auxquelles s’appliquera le théorème I, la valeur de l’indice n/ 
étant, pour des valeurs paires de /, 

a*=:.r" 

(. 7 ) 

x~x' 

et, pour des valeurs impaires de l, 

(. 8 ) 


Ajoutons qu’en vertu des équations (9) et (i i) la valeur générale 
de Sv dans le tableau (7) sera de la forme 

(' 9 ) ■ «V— — .«/H-V+l. 

Pour tirer des formules qu’on vient d’établir le parti le plus avan¬ 
tageux, et en déd.uire, avec le moins de calcul possible, l’indice 
intégral 

X = x" , 

3 ( 1 ;)- 

X = X'' 

il convient de joindre au théorème II la proposition suivante : 

Théorème IIL Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème II, et la valeur de étant déterminée par le système des formules (9) 
et (il), le théorème II continuera d’être applicable, quand on prendra 
pour ±1% la résultante du tableau (7), après a^oir remplacé générale¬ 
ment dans ce tableau par a étant un coefficient réeL 
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Corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, que le coelBcient oc 
soit positif. Si les quantités de la forme 

Sv 

sont toutes distinctes de zéro, pour chacune des valeurs x', x^' attri¬ 
buées à la variable x, alors, pour de très petites valeurs du coeffi¬ 
cient a, on aura sensiblement 

(20) A-7* — 

/4 étant ce que devient u' — quand on y pose x = x.^, et 

(21) 

Cela posé, en attribuant au coefficient a des valeurs suffisamment 
petites, on conclura de la formule (20) que l’équation ( 5 ) peut être 
réduite à l’équation (17) ou (18), ce que l’on savait déjà, puis de 
la formule (21) que, dans la recherche de l’indice in déterminé par la 
formule (18), on peut à la suite (4) substituer la suivante : 

( 22 ) I, ^1» • • • > 

En conséquence, l’indice m déterminé par l’équation (17) sera 
précisément l’accroissement que subira le nombre des permanences 
de signe dans la suite (22) quand x passera do la valeur x' à la 
valeur x!'. 

Si l’on suppose on particulier a;'= —00, x" — x>, l’indice m sera 
la différence entre le nombre des permanénees de signe et le nombre 
des variations de signe dans la suite 
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562 . 

Calcul des résidus. - Considérations nomelles sur les résidus. 
c. R., T. XLI, p. 4 i (9 juillet i855). 


Dans ce Mémoire, l’aMeur considère sous un nouv-oau poinl de v,„. 
les résidus des fonctions et les définit comme il suit • 

Lorsqu’une fonction f(a) de l’afliae a devient infinie pour une 
valeur c de cette .afSxe, mais demeure monodrome et monoeène pour 

des valeurs voisines de c. le résida partiel de f(a) relatif à la racine e 
Ue 1 équation 

■est la moyenne isotropique entre les diverses valeurs du produit 


(--c) f(^) 


correspondantes à uii module constant et très 
ments divers de la différence - c, de sorte 
C cette différence on a 


petit, mais à des arj>u- 
qu’en représentant par 


L 


■p—^ = 3rt[çf(c + ç)j. 


Théorème. — Soient 
- l’affiæe d’un point mobile • 

enveloppe le premier ZLTpZT" '' 
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c, c', c", ... les ajfixes des points singidiers compris dans cette aire et 
pour lesquels on a 


(O 




:o; 


s l’aire renfermée dans le contour FGH ; 

S l’aire renfermée dans le contour KLM ; 

(s) l’intégrale J î{z-) cb étendue à tous les points du contour FGH qu’un 
point mohile est supposé décrire en tournant autour de l’aire s avec un 
mouvement de rotation direct; 

(f) ce que devient la même intégrale quand on substitue le contour KLAF 
au contour FGH ; 

U la valeur de z correspondante à un point quelconque du contour FGH ; 

(’ la valeur de z correspondante à un point quelconque du contour KLM ; 

w la valeur de z correspondante à un point situé entre les deux contours. 
Si l’on pose, pour abréger. 




(s) 

T’ 



la valeur de I étant 
on aura 
(.■>■) 


J m 9ÆI, 


tu» ~ Il 


Corollaire. — Si, dans l’équation (2), on remplace f(cp) par le rap¬ 


port 




alors, en supposant le point dont l’affixe est 5 renfermé entre les deux 
contours FGH, KLM, et ayant égard à la formule 


on aura 



—ü-t- 


VitzzU 


^ Z — 


(3) 
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563 . 

Axalyse mathématique. - Sur une formule très simple et très générale 
(jui résout immédiatement un grand nombre de problèmes d'Analyse 
déterminée et d’Analyse indéterminée. 

C. R., T. XLII, p. 366 (aS février i856). 

La considération des fonctions linéaires et homogè'ncs m’a conduit 
à divers théorèmes, puis à une formule très simple, qui, en raison 
des nombreuses applications qu’on en peut faire, m’a paru digne 
d’être remarquée, et que je vais établir. 

Considérons d’une part m variables 

x, y, Z, ..., t, 

d’autre part n fonctions linéaires et homogènes 

II, w, ..., s 

de ces mêmes variables. Les valeurs de ces fonctions .seront fournii's 
par/l équations, desquelles on pourra tirer les valeurs de qucl(|U(‘s- 
unes des variables 

exprimées en fonctions des autres variables, et des termes de la siii((‘ 

U, .ç. 

Pour y parvenir, on tirera de la première équation la valeur d\\nv 
variable puis on la substituera dans les autres équations. Si, 
par cette substitution, toutes les variables ne sont pas éliminées en 
même temps que on tirera d’une seconde équation la valeur d^inu* 
seconde variable x.,, ..., et en continuant de la sorte, on substituera 
aux équations données, d’une part, des équations qui détermineront 
certaines variables 
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dont lo nombre sera v, en fonction de m — v autres variables 

%A^ y xAy y • • • ^ 

et des termes de la suite 

U, (>, tv, s; 

d’autre part, si, v étant inférieur kn, n — v diffère de zéro, n — v équa¬ 
tions de condition linéaires et homogènes entre les fonctions 

U, (’, IV, s. 

Dans ce dernier cas, les variables 

J'f t 

étant prises pour clefs anastrophiques, si l’on pose 

a = ai’iv 

le produit symbolique |12| sera identiquement nul, quelles que soient 
d’ailleurs les valeurs attribuées, dans le développement de jû!, aux 
produits symboliques partiels qui auront pour facteurs n termes de 
ta suite 

^ Z ^ ... 9 t» 

Dans le cas contraire, en laissant indéterminée la valeur de chacun 
de c(>.s produits partiels, on obtiendra une valeur de |0| qui renfer¬ 
mera une ou plusieurs indéterminées, dont l’une sera précisément la 
valeur attribuée au produit symbolique 

Xn |. 

delà posé, on établira sans peine les propositions suivantes : 
Tiiéorème I. — Elanl données n équations qui expriment n quantités 

U, .(>, iV, s 

en fonctions linéaires et homogènes de m variables 

X, y, Z, t, 


posons 


îîrz uvw... s 
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et concevons que, les variables x, y, r-, t étant prises pour clefs 
anastrophiques, on laisse indéterminée dans le produit | O | /<r/ valeur de 
chacun des produits partiels formés acec quelques-unes des clefs œ, y, 
s, t. Il arrivera de deux choses Vune : ou le coefficient de chaque 
produit partiel, par conséquent de chaque indéterminée, sera identique¬ 
ment nul, et Von trouvera ainsi 

ou la valeur générale de\Vl\ne sera pas nulle. Dans le premier cas, les 
fonciiojîs 

U, r, (r, .V 

vérifieront une ou plusieurs équations de condition linéaires et homo¬ 
gènes; et, si Von nomme l le nombre de ces équations de condition, on 
pourra, des équations données, tirer les valeurs de plusieurs variables 


dont le nombre sera 


X\, oc 




V — /^ — l. 


exprimées en fonctions linéaires et homogènes des autres variables 

oc^', æ'", 

et des termes de la suite 

U, r, (r, .ç. 

Dans le second cas, les équations de condition dont nous txinons de parler 
disparaîtront, et les n équations données détermineront les valeurs de 
n variables 

Xi, • • • 5 Xn, 

prises dans la suite 

X, r, Z, t, 

en fonctions linéaires et homogènes de m — n autres variables 

/y» F /y»// r/dtf 

«X , O. , JU , • • . , 

et des termes de la suite 

U, r, ^v, s. 

Théorème II, Les memes choses étant posées que dans le premier 
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ihèorème, concevons que l’on assujellisse les variables x, y, z, 
vérifier les équations 

(O U —O, (’= O, (f —O, s = o. 

Si l’on a IOI = O, quelques-unes de ces équations se déduiront des autres, 
et par suite le nombre v des variables 

*^*1? . 5 

(fil elles deterjTiineront, sera inferieur a n. Si, au contraire, le produit 
syrnholufiie |ü| a est pas identiquement nul, les équations (i) détermi¬ 
neront n nariahles 

Xi, • • • ♦ X fl 

en fonctions linéaires et homogènes de m — n autres variables 

/yd yy^ff 

4| iX/ y tAy y • * • ^ 

(/ont chacune restera indéterminée; et, pour que des valeurs de 

X, y, Z, t, 

propices à 'i^érijier les équations (i), soient aussi générales quelles doivent 
Vêtre, il suffira quelles renferment des indéterminées distinctes dont le 
nombre ne puisse s^abaisser au-dessous de m — n. Or cest précisément ce 
qui arrivera si Von pose 

{7,) yz=z\Q.y\, i — lÜtl. 

Donc les solutions les plus générales des équations (i) seront données par 
les formules ( 2 ). Ajoutons que, si Von nomme r une fonction linéaire 
et homogène des variables x, y, z, ..., t, on aura, en supposant ces 
variables déterminées par les équations (t), 

(3) r-=\ar\. 

Cette dernière formule peut à elle seule remplacer les équations ( 2 ) que 
Von en déduit, en prenant successivement pour r chacune des xmriahles x, 
y,z,..\,t. 

OEuvres de €• — S. I, l. XII. 


^9 
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On peut appliquer utilement le deuxième théorème et la formule 
générale qu’il nous offre, c’est-à-dire la formule (3), à un gu and 
nombre de questions diverses, spécialement à la résolution des 
équations linéaires homogènes ou non homogènes, déterminées ou 
indéterminées, à l’élimination des variables entre des équations 
algébriques de degrés quelconques, à la détermination des restes 
successifs que produit la recherche du plus grand commun diviseur 
de deux polynômes, etc. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons d’abord que l’on donne à résoudre n équations linéaiiuis, 
essentiellement distinctes et homogènes, entre n i variables 


y. 


t. 


Ces équations seront de la forme 


( I ) =zr O, — O, (P zz: O, . . ., -V ^ O, 

U, V, w, s désignant n fonctions linéaires et homogènes 
n -t -1 variables 


et, si l’on pose 


«, y, Z, ..., 

=r uviv. . . s, 


(les 


le produit symbolique |fl| ne sera pas nul. Cola posé, si l’on nomme 
r une nouvelle fonction linéaire et homogène de æ, y, z, ..., /, le 
produit symbolique 


sera de la forme 


k\xyz...t\, 


k désignant une constante déterminée; et si, en laissant indéterminée 
la valeur attribuée au produit symbolique 


\xyz...t\, 


on désigne cette valeur par t:, la formule (3) donnera 
(4) r=zkx. 
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Ainsi, par exemple, si l’on suppose les équations ( 2 ) réduites aux 
suivantes 

1 ^x-h2y-+- x: = O, 

( a? H- 3 J 4- 2.: = O, 

et si d’ailleurs on prend 

/■ = aa; 4- ê j +• y s, 

on aura 

1^1 = I J- 1 — 5 I .sa; I H- 7 I apj |, 

|£2r| = (a — 56 + 77)1 

puis, en laissant indéterminée la valeur du produit symbolique \ccyz ], 
et désignant cette valeur par t, on tirera de la formule (3) 

(®) r = (a — 56 + 77 ) T. 

Si, dans 1 équation (6), on suppose la fonction r successivement 
réduite à æ, puis k y, puis k s, cette équation donnera 

(7) XZZZZ, y=r_5T, S—yz. 

Telles sont les valeurs générales de x, y, z propres k résoudre les 
équations (5). Il suffira, d’ailleurs, d’attribuer k l’indéterminée 'r 
une valeur entière pour obtenir les solutions en nombres entiers. 

Si l’on attribue k l’une des variables x, y, z-, t une valeur 
déterminée, les équations données seront linéaires par rapport aux 
variables restantes, mais cesseront d’être homogènes, et les valeurs 
des variables restantes se déduiront immédiatement de la formule (3). 
Ainsi, cotte formule sert encore k résoudre n équations linéaires, mais 
non homogènes, entre n variables. 

Concevons, pour fixer les idées, que l’on donne, entre deux 
variables x, y, les équations 


( 8 ) 


-i- z=zi, 
X H- 3 / = 2 . 


Il suffira, pour obtenir ces équations, de posera = — i dans les for- 
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mules (5). D’ailleurs, en posant = — i, on tirera des formules ( 7 ), 
T = — et, par suite, 

I 5 

(9) ^ = 

Telles sont effectivement les valeurs de x, y qui satisfont aux équa¬ 
tions ( 8 ). 

On déduirait pareillement de la formule (3) les valeurs de m incon¬ 
nues X, y, Z-, .. .,t déterminées par m équations linéaires, mais non 
homogènes, et l’on retrouverait ainsi les formules générales qui four¬ 
nissent ces valeurs. 

Supposons maintenant que, les équations données étant linéaires 
et homogènes, la différence n — m entre le nombre m des variahb's 
et le nombre n des équations surpasse l’unité. Alors le nom])re d(‘s 
indéterminées, dans les valeurs générales des variables, no pourra 
s’abaisser au-dessous de m — D’ailleurs, 

(10) N~ —O- • —+ O 

1 . 2 . . .11 


étant le nombre des produits que l’on peut former avec m faeU'urs 
pris n 'a n, tes formules ( 2 ) et (3) pourront introduire dans l(‘s 
valeurs de 

y, -, •••, t, 

et dans la valeur de r, A indéterminées; mais, sans diminuer la géné¬ 
ralité de ces valeurs, on pourra égaler à zéro plusieurs indétorminéi's 
et réduire ainsi leur nombre Am-n, pourvu toutefois qu’on lu; 
demande pas de résoudre les équations linéaires données en nombres 
entiers. 

Concevons maintenant que, les coefficients de a;, y, z, ...,i dans 
les fonctions u,v,w, s ayant des valeurs entières, on propose de 
résoudre en nombres entiers les équations ( 2 ), et supposons d’abord 
m — n — i; alors, pour obtenir les valeurs générales de 



* • ? 



il suffira de poser 
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\xyz...t\ — r, 

si les coefficients nunaériques du produit symbolique \ xyz...t \ dans 
les valeurs de 

\Q.x\, l£2yl, 1£25|, 

ne sont pas tous divisibles par un même nombre, et 

B\xyz... 

s’ils sont tous divisibles par un même nombre 6, puis d’attribuer à t 
des valeurs entières quelconques. 

Si l’on a m — n > I, c’est-à-dire si le nombre des variables x, y, 
Z, ..., t, surpasse de plus d’une unité le nombre des équations don¬ 
nées, on devra encore, pour obtenir les solutions générales des équa¬ 
tions (2) on nombres entiers, représenter par une lettre un certain 
multiple de chacun des produits symboliques partiels compris dans 
le développement do | ûr|, savoir le multiple qu’on obtient quand on 
multiplie ce produit partiel par le plus grand des entiers qui divisent 
les divers coefficients du même produit dans les développement des 
expressions 

\Çlx\, l£2y|, \Qz\, ..., \Cîl\-, 

puis attribuer à la lettre qui représentera ce multiple une valeur 
entière, qui sera d’ailleurs indéterminée. Les valeurs de 

X, y, Z, ..., t 

ainsi obtenues renfermeront on général N indéterminées, la valeur 
de iV étant donnée par la formule (10); et il pourra se faire qu’on ne 
puisse égaler à.zéro une ou plusieurs de ces indéterminées sans res¬ 
treindre la généralité des solutions en nombres entiers. 

Ainsi, par exemple, s’agit-il de résoudre en nombres entiers 1 équa¬ 
tion linéaire et homogène 
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alors, en posant 

\yz\=^, \zx\—n, \xy\-=K, 

on tirera des formules ( 2 ) 

/ ^ 5 r] 2C, 

(12) ,y = 3Ç-5Ç, 

{ s = — 2-n, 

et ces valeurs de æ;, 7, ^ résoudront en nombres entiers l’équation 
donnée, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux trois 
indéterminées H, v], ‘C- D’ailleurs, on ne pourra, sans restreindre, la 
généralité de la solution, réduire l’une de ces indéterminéc's à zéro. 
Au contraire, s’il s’agit de résoudre en nombres entiers l’équation 

(13) 6a;-t-loj'-(-i5s = O, 


alors, en posant 

5\yz\-?,, 3|sa;l=y, 2la;/l=r:C, 

on tirera des formules ( 2 ) 

I x=zS(rt — Ç), 

(i4) 7 = 3(Ç—O, 

( = 2(1 —Y)); 

et ces valeurs de x, y, z satisferont encore à l’équation (t3), quelles 
que soient les valeurs entières attribuées aux trois indéterminées 
Y], 'C; mais on pourra, sans diminuer la généralité de la solution 
trouvée, réduire à zéro l’une quelconque de ces trois indétcrmiiu'u's. 
Enfin, s’il s’agit de résoudre les équations 


(i5) 

alors, en posant 


X 2 y 3,s H— — O, 

4a;-f-3 J-4-25-s-f = 0 , 


51 txy 1 = Ç, 5 1 xyz 


i\ztx\ — n. 
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011 tirera des formules (2), 

Y] — 2 Ç — T, 

r = - S + 3Ç+.r, 

\z= 2^ + 3r,--, 

( t =— 2Y] — Ç; 

et si Ton demande des solutions en nombres quelconques rationnels ou 
irrationnels, on pourra, sans diminuer la généralité des formules (16), 
y réduire à zéro deux quelconques des quatre indéterminées 

U, Ç, t; 

mais il ne sera plus de même si l’on demande les solutions en nombres 
entiers. Alors, à la vérité, on pourra, sans diminuer la généralité de 
la solution, poser 

^ = O, 77 =: O 

et réduire ainsi les formules (16) aux suivantes 

x: = — 2 i: — r, J = 3 ^-t- 2 T, z=r— Ç 

ou, ce qui revient au même, aux deux équations 

y = — 2s — 3t; , 

mais on restreindrait la généralité de la solution en supposant 

^ = O, Ç O 
OU 

^ = 0, T = 0, 

puisqu’on exclurait ainsi, dans le premier cas, les valeurs impaires 
des variables et t, dans le second cas, les valeurs de y et de non 
divisibles par 3 . 

Dans un autre article, je donnerai d’autres applications de la for¬ 
mule ( 3 ). 
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564 . 

Théorie des fonctions. — Note sur un théorème de M. Puiseux. 

C. R., T. XLI, p. CC3 (t/, avril i856). 

Un Mémoire sur les fonctions continues, que j’ai publié dans les 
Comptes rendus de i 844 (i" semestre), renferme la proposition sui¬ 
vante (*): 

Désignons par .s une variable imaginaire et par u une lonction 
implicite de qui représente une racine simple de l’équation 

(i) {{u,z)-=o. 

Concevons d’ailleurs que le premier membre de l’équation (i) ren¬ 
ferme, avec les variables s etz/, un ou plusieurs paramètres, (d ([ui-, 
pour une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para¬ 
mètre a, la racine simple u reste fonction continue de z, du moins 
tant que le module de ne dépasse pas une certaine limite. Kn rai¬ 
sonnant comme dans le Volume II des Exercices d’Analyse (-), on 
prouvera que, si le paramètre a vient à varier, et si, tandis qu’il 
varie, le premier membre de l’équation (i) reste fonction contiiUKi 
de u et a, la racine simple u restera généralement fonction con¬ 
tinue de -, jusqu’à l’instant où, une seconde racine devenant égale à 
la première, l’équation (i) acquerra des racines multiples. 

Une remarque importante à faire, mais qui n’était pas cnoin'.ée 
dans mon Mémoire, c’est qu’on peut établir une relation entre le 
paramètre a et la variable imaginaire -. On peut supposer, par 
exemple, que cette variable représente l’aflixo d’un point mobib* 
qui décrit une courbe dont la forme change avec ce paramètre. On 
peut même supposer que le premier membre de l’équation (i) est 
fonction des seules variables z niu, z étant fonction de a. 

(') OEu.vre'! de Cauchy, S. II, T. VIII, p. i5i. 

(2) OEiKéres de Cauchj, S. II, T. XII. 
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En partant do. cette remarque, on parvient k un autre théorème que 
M. Puiseux a énoncé dans les termes suivants : 

Soit f(?/,s) une fonction imaginaire de u et de la variable imagi¬ 
naire .s. Le point Z (dont l’alfixe est z) allant de G en K soit par le 
chemin CMK, soit par le chemin CNK, la fonction u, qui avait en G la 
valeur h, acquerra dans les deux cas la même valeur A, si l’on peut, 
(Ml déformant la ligne GMK, la faire coïncider avec la ligne GNK, sans 
lui faire franchir aucun point pour lequel la fonction u devienne 
infinie, ou égale k une autre racine de l’équation 

f(M, :;) = O. 

Les nouvelles recherches de divers géomètres, particulièrement de 
MM. Briot (d Bouquet, ont fait ressortir toute rimportanc(! de ce beau 
théorème, dont l’auteur lui-même avait déjk su tirer un parti si avan¬ 
tageux dans ses Mémoires. Pour ce motif, il m’a semblé qu’il ne serait 
pas inutile de donner du théorème de M. Puiseux une démonstration 
tri^s sim[)le qui s(i déduit de la considération des compteurs logarith- 
miqiK's. Tel est l’objet do la présente Note, dans laquelle je montrerai 
d’ailhmrs comment le même théorème peut être étendu k des fonc¬ 
tions implicites déterminées par un système d’équations simultanées. 

Analyse. 

.I<'. commencerai par établir la proposition suivante : 

Tukorkmiî I. — Soieni 

Z l’affixed’un point mobile V •, 
r. Vajfixe d’un point déterminé G; 

r le rayon d’une circonférence de cercle KLM tracée dans le plan des 

afjîxes, et ayant pour centre le point G ; 
u, e deux fonctions de z, dont le rapport se réduise à l’unité pour z — c. 

Supposons d’ailleurs que les deux fonctions u, e restent monodrornes, 
quand le point P se meut dans l’intérieur du cercle KLM, et que sur la 

OEuvres de C. — S- I, t. Xll. 4o 
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circonférence de ce cercle la différence 

U 

ç 

offre un modale constamment inférieur à Vunité. Si Von résout par rap¬ 
port à Z les deux équations 

(0 z/mo, 

(2) r = O, 

on trouvera, pour Vune et pour Vautre, le même nombre de racines cor¬ 
respondantes à des points renfermés dans le cercle KLM. 

Démonstration. — Effectivement, si l’on pos(‘ 

1 27ri, 

le nombre des racines dont il s’agit sera représcmté, j)oiir ré(|iia- 
tion (i), par le compteur logarithmique 

Aiw 

— , 

pour l’équation (2) par le compteur logarithmiqu (' 

Aie- 

et dans l’hypothèse admise ces deux compteurs s(‘ron( évidemtneni 
égaux, puisqu’en posant 

II. 

-I Z= C.) 

on obtiendra pour (o une quantité géométrique dont le module sera 
inférieur à l’unité, et que l’on aura par suite 

Al«-Ale =Al| ::r:Ai(i-ha))= 

Le théorème I entraîne la proposition suivante : 

Théouème II. — Soit 


U={{u,z) 
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une fonction des variables z et u, qui s’évanouisse pour les valeurs 

Z — 7., U — U 

de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soit mono- 
drome par rapport à z, monodrome et monogène par rapport à u. Si la 
fonction dérivée 

acquiert pour z — ’ l , = u une valeur finie et distincte de zéro, on 

pourra satisfaire à l’équation 

(.4) f/=o 

par une valeur de u qui, se réduisant à u pour z — z, sera, pour une 
valeur de z voisine de z, fonction monodrome de z. 

Démonstration. — U étant monodrome et monogène par rapport 
à u, quand z et u dilïerent très peu de z et u, sera, dans cette hypo- 
(hése, développable suivant les puissances ascendantes de u —u, et, 
si l’on représente par Fia somme des deux premiers termes du déve- 
Ioj)poinent, on aura 

(/l) F= f(u,5)-+-(«-u)F(u,^), 

K(«, z) pouvant être ou la dérivée de f(«, z) relative à u, ou, ce qui 
n'vieiiL au même, une fonction déterminée par la formule 

<r,) 

de laquelle on tire, pour « — ii, 

(6) E(,,,.= )=J)„f/. 

Si maintenant on pose 

f(U,3) 

( 7 ) 

la formule (4) donnera 

(B) 


F = (l-8)f(U,5), 
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('t, ou égard à la formule ( 5 ), on trouvera 
(cj) U :) := f(0, z) -+- (o. — u) F(o, -■) 


I — H 


F(u,.-)_ 




On aura par suite 


U __ 1 r _, F(", Y 

V I — H ' F(u, s) 


of 

(lo) 


U 

V 


I rF(«,_£)_i 

iLf(«.=) J' 


Or, si l’on considère la nouvelle variable a comme rallix(' d’un point 
mobile, et si l’on attribue à cette variable un module -c suj)ériour à 
l’unité, par e.xemple le module 2, il suffira d’attribuer à la diiréronoo 
r. — Z un module infiniment petit et de faire convergi'r 1; vers la 
limite z, pour faire converger f(u,.s) vers zéro, et, par suili', (>n 
vertu des formules (7) et (11), la variable u vi'rs la limit(^ 11, (T la 
différence 

U 

v-^ 


vers la limite zéro. Donc alors, pour un module siillisamment. jnRit 
de Z — 7,, les modules des différences 

U 

H —a, y-'-i 

deviendront aussi petits que l’on voudra; et le second de (--(‘s (b'iix 
modules deviendra inferieur à l’unité. Alors aussi, (ui vertu du théo¬ 
rème II, si l’on résout, par rapport à a, l’équation ( 3 ) et la suivante' 

(il) F:=0, 

on obtiendra, pour l’une et pour l’autre, le même nombre, de racines 
correspondantes à des valeurs de a dont le module sera inférieur à 2 ; 
et comme, en vertu de la formule (8), l’équation (r 1) offrira une seule 
racine de cette e.spèce, savoir la racine i, l’équation ( 3 ) admettra ('Ile- 
même une seule racine de la même espèce. Si, au lieu d(' résoudn' 
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les équations ( 3 ) et ( 4 ) par rapport à a, on les résout par rapport à n, 
on pourra dire que chacune d’elles offre, pour un très petit module 
de ^ — Z, une seule racine très peu différente de u et de la forme 


f «,= 

= U — Vi ^ ; 


le module de a étant inférieur à a. D’ailleurs, de ces deux racines la 
seconde, qu’on obtiendra en posant a = i, et qui sera en conséquemee 
déterminée par la formule 


f(«, s) 
F(u,-)’ 


pourra être considérée comme une valeur approchée de la ])remière, 
et sera précisément la valeur de u déduite de l’équation (3) par la 
méthode d’approximation linéaire ou newtonienne. Enfin la propriété 
({u’aura la racine u de l’équation ( 3 ) d(', varier infiniment peu quand 
s passera do la valeur z à une valeur infiniment voisine, subsistera 
encore, et pour les memes motifs, quand la nouvidle valeur de : 
recevra un accroissemmit infiniment petit Az. Donc la racine n de 
l’équation ( 3 ) sera, sous les conditions énoncées par le théorinne il 
et pour des valeurs de triîs voisines d(' z, une fonction monodrome 
de la variable 


Corollaire. — Si la fonction 


U={{„,z) 


est non seulement monodrome, mais aussi monogène par rapport à z-, 
et si d’ailleurs la fonction dérivée 


conserve une valeur finie pour z — -i, u = \x, alors la fonction de à 
laquelle se réduira la racine u de l’équation ( 3 ) aura pour dérivée 
une fonction monodrome et finie de z déterminée par la formule 
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ot sera, par conséquent, une fonction non seulement inonodrome, 
mais aussi monogène. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorkme lll. — Soit 

U=((u,s) 

une fonction des variables z et u, qui s évanouisse pour les râleurs 

5 — Z, Il 

de ces deux variables, et qui, dans le voisinage de ces valeurs, soU rnono- 
drome et mono gène par rapport à chacune des variables z et u. Si les 
fonctions dérivées 

ÜzV, DnU 

acquièrent, pour z = z, w — u, des valeurs finies dont la seconde, soit 
distincte de zéro, on pourra satisfaire à l’équation 

ü — o 

par une valeur de u, qui, se réduisant à u pour z = z, se/-a, pour une 
valeur de z voisine de z, fonction monodrome et mono gène de z. 

Lorsque la fonction 

U=î{u,z) 

est une fonction entière ou même rationnelle des variables z et 
elle ne cesse jamais d’être monodrome et monogèni^ par rajiport à 
ces deux variables. Donc alors la racine u de l’équation ( 3 ) est, sous 
les conditions énoncées dans les théorèmes II et III, une fonelion 
monodrome et monogène de z, ce qui entraîne évidemnumt b* tbéo- 
rème de M. Puiseux. 

Au reste, les théorèmes II et III sont compris, comme i^as particu¬ 
lier, dans deux théorèmes généraux que l’on peut énoncer comme il 
suit : 

Tuéorème IV. — Soient 

z, u, O, w, ... 

H- I variables, dont l une, z, reste indépendante, les ii autres 


u, V, 



EXTRAIT N“ Sei.. 


319 


àlant liées à s par n équations 

(‘ 4 ) f/=o, V~0, W~o, 

(Ion! les premiers membres 

U, V, w, ... 
représentent des fonctions de 


-, ", ..., 

monodromes par rapport a z, monodromes et monogènes par rapport ù 
a, 0, .... Supposons d’ailleurs que, pour les valeurs particulières 


des variables 


Z, U, V, w, 
-, ", IT’, 


chacune des dérivées comprises dans le tableau 




^\u, 


(i 5 ) 

J)„ V, 

D.V, 

1 ),. V, 


1 

}\W, 

i),„ w. 


> . . . . , ., 


cotiHer^e une valeur fi/ne, et que la valeur correspondante de la /résultante 
(ilgèhnque ü, formée avec les divers termes de ce même tableau, soit 
distincte de zéro. On pourra satisfaire aux équations (i 4 ) des va¬ 
leurs de 

U, V, w, 

qui, se /'éduisant, pour z = à 


11 , V, w, 

seront, dans le voisinage de z ^ z, c est-à-dire pour des valeurs suffisam¬ 
ment petites du module de s — z, des fonctions monodromes de z. 

Démonstration. — La résultante 0 des termes compris dans le 
tableau (i 5 ) est déterminée par la formule 


(i6) 


^_\dUdVdW. . . I 
I de die... I ’ 
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dans le cas ou les (lifférontielles d;/, ck, dw, . . . sont, prises pour 
clefs anastropliiques ; et puisque aux valeurs 


dos variables 


■/., U, V, w, 

•=, e, n>. 


correspond une valeur de distincte de zéro, les valeurs corrc'spon- 
dantes des termes compris dans une ligne horizontale de ce tabbuiu, 
par exemple des dérivées 

D„t7, J),U, D„,t/, 

ne pourront s’évanouir toutes à la fois. Concevons, pour tix:(>i- les 
idées, qu’alors la dérivée 

D„U 

offre effectivement une valeur finie distincte d(i zéro. En verfii des 
théorèmes II et III, l’équation . 

£/=o, 

résolue par rapport à u, fournira pour u uin' fomdion dc's variables 


-, e, w, ..., 

(jui seia monodiomc par rapport a z, monodronuî (d, monogiuie par 
rapport à chacune des autres variables 


e, (C, ... ; 

et SI l’on substitue cette valeur de u dans les équations (r/,), on 
obtiendra n — i équations 

('7) '<? = o, W~o, 

dont les premiers membres seront des fonctions do 


monodromes 


5, e, (T’, ..., 

pai lapport à z, monodromes et monogènes par rapport 
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à P, ny.D’ailleurs la résultante algébrique û' des termes compris 

dans le tableau 

(• DA% D.A’, 

('8) D,®, 


sera déterminée par la formule 


(«9) 


Id-tni#, ...l 
I de d^e, - -. I ’ 


si l’on y considère de, dm, ... comme des clefs anastrophiques; et, 
comme il suffira de supposer u et dw déterminés par les formules 


£/-o, 

d/7 = U„ t/dM 4-1), C/dm +... 


pour réduire les différentielles 

dF, dlF, ... 

aux différentielles 

d-é), d«), ..., 

on aura nécessairement 
( 20 ) 

(2') 

Donc, puisqu’aux valeurs 

Z, U, V, w. 


Si =Si'D„Si, 

Si 
Si' 


3, U, V, w, . . 


correspondent par hypothèse des valeurs de 

Si et D„C/, 

finies et distinctes de zéro, la valeur correspondante de ü' sera elle- 
même finie et distincte de zéro. Cela posé, il est clair que le théo¬ 
rème III subsistera pour n équations qui renfermeront, avec i», les 

OMuures de C» — S. ï» t» 
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« variables , s’il subsiste pour « - i équations renfermant. 

avec z,n — i autres variables u,v,w, -Donc, puisque ce théorème 

subsiste pour n = i, il subsistera pour « = 2, puis encore pour « = 3 , 
puis encore pour « = 4 , •••• Donc il subsistera généralement quel 

que soit/Z. 

Corollaire. — De même que le théorème II entraîne le théorème IV, 
de même le théorème III entraîne la proposition suivante : 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV. 
si pour les valeurs 

Z, 11, V, w, ... 

des variables 

Z, a, ' w, ..., 

les fonctions 

U, V, PF, ... 

sont monodromes et mono gènes, non seulement par rapport à 

U, V, w, ..., 

mais aussi par rapport à z, on pourra satisfaire aux équations (r4) par 
des valeurs de 

U, V, w, . 

qui, se réduisant, pour z — z, à 

n, V, w, 

seront, dans le voisinage de z = z^ cest-à-dire pour des valeurs suffisam¬ 
ment petites du module de z — i, des fonctions monodromes et mono- 
gènes de Z, 

Corollaire, — Les valeurs de u, ç, w, ... dont il est ici (|ues(i()n, 
étant des fonctions monodromes et monogènes de seront, pour cela 
même, développables en séries convergentes, ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de z — z. 
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565 . 

Analyse mathématique. — Sur les fonctions monodromes 
et monogénes. 

C. R., T. XLIII, p. i3 (7 juillet i856). 

Soient 

Z zzz /'p, Z. zn 

les affîxcs de deux points mobiles, et 

Z, 3 

l(>,s valeurs correspondantes d’une certaine fonction. Si cette fonction 
reste monodrome et monogène pour toute valeur de r inférieure à 
une valeur donnée et constante du module r, on aura, pour une telle 
valeur de r, 

3 

( I ) Z = 311--;; , 

I - - 

la moyenne isotropiquo qu’indique le signe 310 étant relative à l’argu- 
ment p de En développant dans la formule (i) le rapport 

I 

Z 

suivant les puissances ascendantes de z, on obtiendra le développe¬ 
ment de Z suivant les mêmes puissances. Dans ce développement, la 
somme des n premiers termes sera une fonction entière de .s, du 
degré n, et si l’on désigne cette somme par^„, on aura 

t 3 

( 2 ) 

Z- 

Si, dans la formule ( 2 ), on fait croître indéfiniment le nombre n. 
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alors, convergera vers la limite zéro, et en posant 

n — CO, 

on obtiendra l’équation 

( 3 ) Z—s,, 

qui sera précisément la formule de Taylor: et ccttc équation sub¬ 
sistera quel que soit .s, si Z reste finie, monodromo et inonogènc jxuir 
toute valeur finie de Si, de plus, Z conserve une valeur finie pour 
une valeur infinie de z, par conséquent pour une valeur infiuiiueiit 

petite de ou si, ^ étant infiniment petit du premier ordre, est 

un infiniment petit d’un ordre fini v, alors pour réduire a zéro le, pro¬ 
duit 3, et, par suite, la moyenne isotropique 

n-l ^ 

I — ~ 

Z. 

il ne sera plus nécessaire de faire converger n vers la limite ce : il suf¬ 
fira de faire converger le module r de ^ vers la limite ce, et de prendre 

n ^ V. 

Sous cette condition, la formule ( 2 ) donnera 

(4) 

Donc alors la fonction Z sera une fonction entière de z du degré n. 

11 est bon d’observer que, dans l’hypothèse admise, le nombre v 

qui représente l’ordre de quand ^ est supposé infiniment petit 

du premier ordre, ne peut différer du nombre entier n qui représente 
le degré de Z, en sorte qu’on a nécessairement 

V = n. 

Si Z conservait une valeur finie pour une valeur infinie de z, on 
aurait 


V = « =r O, 
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et réquation (4) réduite à 

(5) Z = 

donnerait pour Z une valeur constante. L’équation (5), comprise 
comme cas particulier dans une formule générale du Calcul des 
résidus, reproduit un théorème énoncé par M. Liouville. 

Supposons maintenant que la fonction Z, toujours monodrome et 
monogène pour une valeur finie :r, devienne infinie pour certaines 
valeurs particulières de la variable, et nommons c l’une quelconque 

de ces valeurs. Le rapport ~ deviendra infiniment petit, si c est fini, 
pour une valeur infiniment petite de s — c, et si c est infini, pour 
une valeur infiniment petite de Admettons que, dans l’une ou 

l’autre hypothèse, — c ou ^ étant infiniment petit du premier ordre, 

y soit un infiniment petit d’un ordre fini p. ou v, et que le nombre 
des valeurs finies de c soit encore un nombre fini. Enfin soient 

c', c", ...., c(') 

les valeurs finies de c; 

les valeurs correspondantes de p.; 

mJ ^ 

des entiers supérieurs aux nombres 

jU.', /z'4 ..., 

et posons 

(6) = (3 — — c")™".. .(3 — 

% sera évidemment une fonction monodrome et monogène qui, tou¬ 
jours finie pour une valeur finie de .s, fournira pour y une quantité 
infiniment petite dont l’ordre sera la quantité finie 

(7) m'-H . .-h m(')-h V, 
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quand ^ sera du premier ordre. Donc sera, en vertu des proposi¬ 
tions déjà démontrées, une fonction entière de Cela posé, l’équa¬ 
tion (6) fournira évidemment pour Z une fonction rationnelle, et 

fx', /x", fx'", ..., fi"), V 

ne pourront être que des nombres entiers. Ajoutons que l’équa¬ 
tion (8) continuera de fournir pour % une fonction entière de Z, si 
l’on prend pour 

m\ m\ m’\ 

ces mêmes nombres entiers; et que, si, pour une valeur infinie de 
Z conservait une valeur finie différente de zéro, ou devenait infini¬ 
ment petit, on devrait, dans la somme (7), réduire v à zéro, ou lui 
attribuer une valeur négative. 

On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Si une fonction Z de z, toujours monodrome et mono¬ 
gène pour une valeur finie de z, devient infinie pour un nombre fini de 
valeurs de s; si, d’ailleurs, c étant l’une de ces valeurs, le rapport ~ est 
une quantité infiniment petite d’un ordre fini p. ou v, quand on considère 
la différence z — c, c étant fini, ou le rapport -, c étant infini, comme 
un infiniment petit du premier ordre, alors p., v seront toujours des 
nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle de z, et laquelle on 
pourra donner pour dénominateur le produit des facteurs de. la forme 

{z-cy. 

Les conditions ici mentionnées seront évidemment remplies, si Z 
est une fonction monodrome et monogène qui vérifie une, équation 
de la forme 

(8) F(^,Z) = o, 

r(5,Z) étant une fonction entière de ,3 et Z. Alors le théorème I ne 
sera pas distinct du beau théorème énoncé par M. Puiseux dans le 
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Mémoire qui a pour titre : Nouvelles recherches sur les fonctions algé¬ 
briques. 

D’autre part, on établira sans peine la proposition suivante : 

Théorème II. — Nommons Z une fonction de s, qui, étant toujours 
monodrome et monogène pour une valeur finie de z, soit simplement 
périodique et demeure invariable, tandis que Von fait croître z de la 
période co. Si Von pose 

( 9 ) u — 

la valeur de l étant 

I =: 37ri, 

Z considéré comme fonction de u sera encore monodrome et monogène 
pour toute valeur finie de u, 

Démonstration. — Soit en effet 


(ro) Z=zr(c), 

et substituons, dans la formule (12), à la variable sa valeur 


\u désignant un logarithme népérien assujetti à varier avec u par 
degrés insensibles. On aura 

(xO 

Or, \u étant monodrome et monogène dans le voisinage de toute 
valeur finie de u, autre que la valeur zéro, on pourra en dire autant 
de Z; et, si l’on fait décrire autour du pôle une courbe fermée au 
point dont l’affixe est u, le produit 



après une ou plusieurs révolutions du point, effectuées dans un sens 
ou dans un autre sur la courbe dont il s’agit, se trouvera augmenté ou 
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diminué d’un multiple de la période w ; par conséquent Z ne cliani^^era 

pas de valeur, et l’on pourra en dire autant de la dérivée 

D„Z=:| ^D-Z. 

Du théorème I joint au théorème II, on déduit immédiatenu'nt la 
proposition suivante : 

Théorème III. — Soit Z une fonction de z, simplement périodique : 
représentons la période to par un rayon mené d’un point donné à un 
autre point dans la direction qu indique Vargument de cette période, et 
par les extrémités de ce rayon menons deux droites pamlléles Cune à 
l’autre. Si la fonction Z, toujours monodrorne et rnonogé/ic pour une 
valeur finie de z, devient infinie pour un nombre infini de ifaleurs de z 
propres à représenter les ajfixes de points situés entre les deux' parallèles 
si d ailleurs, c étant l une de ces valeurs, et h la valeur correspondun le 
. de l’exponentielle 

• 1 

U ~ , 

le rapport ^ est une quantité infiniment petite d'un ordre fini [x ou v, 

quand on considère la différence u — h, h étant fini, ou le rapport , 

h étant infini, comme un infiniment petit du premier ordre, alors a. v 
seront^ toujours des nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle 

de U à laquelle on pourra donner pour dénominateur le. produit des fac¬ 
teurs de la forme 

{u — h)V-. 

Si, en nommant œ la période de la variahlc dans la fonction pério¬ 
dique Z, supposée monodrorne et monogène pour toute valeur finie 
de on substituait à l’équation (9) la suivante 


U ~ COS-^ 
G) 


Z, considéré comme fonction de u, pourrait cesser d’être monodrorne 
monogene pour toute valeur finie de Mais il serait fonction mono- 
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(Iromc et monogène de a et v si l’on supposait 

(12) H=:COS —î C’:=sin—, 

w w 

attendu qu’on aurait alors 

(• 3 ) 5 rr J -h (>i), 

(i 4 ) ■ ir= f -1- 

et qu’on pourrait appliquer à la première formule (12) ce qui a été 
(lit de la formule (ii). Remarquons d’ailleurs que, en vertu des for¬ 
mules (12), on aurait 

Ur -f- V" ~ f , 

î(//H-ri )-f-î(— ri ) 1= O, 


|)ar conséquent 




J -f- r i 
2 a — (’ i 


(‘t (jiie est simplement fonction do 


fl 


0) 


On peut donc énoncer encore la proposition suivan(e : 

ïïiKOuÈME IV. — Une fonction Z de supposée monodrome, mono- 
gêne et simplement périodique, sera encore une fonction monodrorne et 
monogéne des deux variables 

f/=:(‘OS”j (^msin — 

&) 0) 


et de leur rapport; elle en sera même une fonction rationnelle sous les 
conditions énoncées dans le théorème IIL 

Un théorème semblable s’applique, sous de semblables conditions, 
aux fonctions doublement périodiques. 

D’ailleurs les conditions dont il s’agit sont remplies quand la fonc- 

42 


OEuvres de C. — S. I, t. Xfl. 
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tion Z se réduit à l’intégrale u de l’équation 

(. 5 ) T)..u=U, 

étant déterminé par la formule 
(i6) F(«, i/) —O, 

dans laquelle F(fL éO désigne une fonction entière (1(> u et b\ et par 
suite, les derniers théorèmes ici énoncés et mentionnés ne sont juis 
distincts de ceux qui ont été donnés par MM. Briot (,'t Boinjiiet dans 
leur important travail sur l’intégration des équations dillerenlieih'ï'. 

Dans un autre article, je montrerai comment on p(iut intcigrer a 
l’aide,de fonctions monodromes et monogènes des systèmes d (‘([ua- 
tions simultanées et résoudre ainsi complètcnnent certains pi'oidiMiie." 
de Mécanique et d’Astronomie. 


566. 

Calcul intégral. — Rapport sur un Mémoire de MM. Bkiot et llouoi l'.i'. 

C. R., T. XLIII, p. 26 (7 juillet 18)6). 

Jusqu’à présent les géomètres n’étaient parvenus à intégrer en 
termes finis qu’un très petit nombre d’équations din’énmlii'lh's. 
même du premier ordre. H y a plus : les intégrales obtenues étaient 
souvent de peu d’utilité quand il s’agissait do résoudre le proldiuiie 
auquel se rapportait une équation différentielle. Ainsi, jiar exemple, 
à une équation dans laquelle deux vaidables étaient séparées, on sub¬ 
stituait une équation entre deux intégrales définies. Mais on ni^ savait 
pas généralement tirer de cette équation nouvelle la valeur de l’une 
des variables considérée comme fonction de l’autre, ou du moins l’on 
n y parvenait qu en développant la fonction en une série composée 
d un nombre infini de termes, et à l’aide de formules qui, pour l’or- 
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dinairc, no subsistaient qu’entre certaines limites de la variable indé¬ 
pendante. 

C’est donc un véritable progrès dans la haute Analyse et le Calcul 
infinitésimal que d’être parvenu, comme l’ont fait MM. Briot et Bou¬ 
quet, à intégrer sous forme finie un grand nombre d’équations du 
genre de celles que nous venons de mentionner. Disons en peu de 
mots comment ils y ont réussi. 

Dans son Mémoire sur les fonctions algébriques, c’est-à-dire sur 
les fonctions que déterminent des équations algébriques, M. Puiseux 
a démontré les doux théorèmes suivants, dont le second peut aussi se 
déduire d’une formule générale du Calcul des résidus. 

Tiiiîokème I. — Si une fonction algébrique de z cesse d’être monodrome 
pour une valeur c de cette variable, alors, pour une valeur de z très t>oi- 
sine de c, une racine quelconque de l’équation algébrique donnée sera 
développable en série convergente suivant les puissances ascendantes de 
i 

— (?)", n étant rordre de la substitutüm circulaire qui comprend la 
racine donnée, c esl-à-dire le nombre qu on obtient en joignant à celte 
racine celles qui s échangent avec elles quand on fait tourner le point 
dont l’ajfi-xè est z autour du point dont Vajjixe est c. 

Tïïkokème n. Une fonction algébrique monodrome est nécessaire¬ 
ment rationnelle, 

lîm parlant de ces deuK théorèmes, MM. Briot et Bouquet en ont 
ohlenu d’autres, et particuliérement ceux que nous allons rappeler. 

Tïikorème \. — u étant une fonction de z déterminée par l'équation 
différentielle 

(1) 

dans laquelle U est une racine de l'équation algébrique 

( 2 ) ' F(i^, U)“ 0 , 

si l'intégrale u admet un nombre limité de valeurs pour chaque valeur 
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de Z, U, considérée comme Jonction de z, sera non périodique, ou simple¬ 
ment périodique, ou doublement périodique, et de plus- fonction alpe- 

brique dans le premier cas de z, dans le second cas de (dani 

la période de la variable z, dans le troisième cas de la fonction ellip¬ 
tique a(:j) correspondante aux deux périodes données. 

Théorème II. — Si Vintégrale u est monodrorne, elle sera ntic fonctio/i 
rationnelle ou de z, ou de tang^j ou de ot de ‘k'(z). 

Théorème Hl. — IJ équation (2) étant du degré ni par rapfiorl a \\ 
les conditions nécessaires pour que Vintégrale u de Véquation ( i ) ne rr.v.vv 
jamais d'être fonction monodrome de z sont les suivantes : 1 le corjji- 
cient de U" dans F(ü, U) devra être une fonction entière de u, d'un depré 
égal ou inférieur au double dem — n; 2“ quand, pour une râleur h de u, 
la fonction implicite U deviendra une racine multiple différente de zéro, 
elle devra rester dans le voisinage du point dont l’ajfi.re. est h, fo/ui ion 
monodrome de u; 3 “ quand la racine multiple sera nulle, Ve.rjiosaut dt' 
u — h dans le premier terme du développement de U suivant lespuissanees 

l 

ascendantes de (u — hf de'çra être de la forme i — - si cet exposant est 
plus petit que l unité; 4° enfin Véquation transformée que Von déduira 
de l équation (2) en posant u == ~ de^ra offrir les mêmes caractères 
pour 0 = 0 , 

Théorème IV. — Les conditions qui rendent monodrome Vintégrale de 
Véquation 0 ) étant remplies, cette intégrale sera doublement périodique si 
l’équation {i),pour une valeur finie h de u, et la transformée, pour (- = (», 

« admettent pas de racines nulles et telles que, pour des valeurs infiniment 
pentes deu-h ou de v, U développe en une série dont le premier terme 
offre un exposant égal ou supérieur à V unité i l'intégrale sera ration¬ 
nelle SI Véquation (2), pour une valeur finie de h, ou la transformée 
pour v = o, admet un groupe de n racines égales à zéro, dont le déve¬ 
loppement suivant les puissances ascendantes de (u - àfi ou de é corn- 
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mence par un terme du des;ré i -t- — > le terme suivant du desre i -l- — 
éxant nul; ces cas exceptés, la fonction u sera simplement périodique. 

Après avoir obtenu les remarquables théorèmes que nous venons 
de rappeler, MM. Briot et Bouquet ont voulu mettre encore en évi¬ 
dence le parti qu’on pouvait en tirer pour l’intégration des équations 
différentielles; ils ont montré comment on peut déterminer les con¬ 
stantes que renferme une intégrale reconnue rationnelle par rapport 

à s, ou à tang“) ou à 'k{n') et X'(^) ; et afin de ne laisser aucun dout(‘ 

à cet égard, ils ont effectivement pris pour exemples onze équations 
différentielles qu’il ont intégrées en termes finis. Ils ont ensuite 
vérifié l’exactitude de plusieurs des résultats, en faisant voir que' 
les intégrales obtenues satisfaisaient aux équations différentielb's 
proposées. 

En résumé, les Commissaires pensent que les résultats obtemus 
par MM. Briot et Bouquet constituent un véritable progrès dans la 
haute Analyse; ils croient que le Mémoire soumis à leur examen est 
très digne d’ètrc approuvé par l’Académie et inséré dans le Recueil 
des travaux des Savants étrangers. 


567. 

Analysiî m.vtiikmatique. — Sur la théorie des fonctions. 

C. R., T. XLIII, p. 69 (i4 juillet i 856 ). 

§ 1. — Considérations générales. 

Soient s, Z les affixes de deux points mobiles dans un plan. Si ces 
deux points se meuvent sur l’axe polaire, les variables - , Z seront 
réelles, et la seconde sera dite fonctionà^v, la première, quand le mou¬ 
vement du premier point entraînera le mouvement du second. II était 
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naturel, il était convenable d’étendre cette définition au cas où le pre¬ 
mier point se meut d’une manière quelconque dans le plan donné. Ce 
parti, que j’ai osé adopter, et qui a paru d’abord étonner quelques 
géomètres, est pourtant, je crois, l’unique moyen d’écarter les diffi¬ 
cultés sans nombre qui se présentaient à l’esprit quand on méditait 
sur la nature et sur l’existence même de ce qu’on appelait des fonctions 
de variables imaginaires. D’ailleurs, à cette notion générale des fonc¬ 
tions, il importe de joindre, en l’étendant, la notion de continuité, 
telle que je l’ai donnée en 1821 dans mon Analyse algébrique {'), et 
de dire que l’affixe Z est fonction continue de la variable z, dans le 
voisinage d’une valeur finie attribuée à cette variable, quand une 
variation infiniment petite de z produit dans ce voisinage une varia¬ 
tion infiniment petite de Z. La limite vers laquelle converge le rap¬ 
port de la seconde variation à la première, tandis que chacune des 
variations s’approche indéfiniment de zéro, est précisément la fonc¬ 
tion dérivée, et dépend en général tout à la fois do l’affixc s et de la 
direction suivant laquelle se meut, quand varie,, le point dont 
l’atfixe est .s. Mais, si la fonction dérivée reprend la même valeur pour 
deux directions distinctes, elle deviendra complètement indépen¬ 
dante de la direction, et sera une fonction monogène. Enfin une fonc¬ 
tion continue de la variable z est monodrome lorsque, pour chaque 
valeur de z, la valeur de Z demeure unique tant qu’elle n’est pas 
infinie. 

Une fonction synectique est une fonction monodrome et monogène 
qui ne devient pas infinie pour des valeurs particulières de la variable. 

Une fonction peut être monodrome, monogène, ou synectique seu¬ 
lement entre certaines limites déterminées .par le système des lignes 
droites ou courbes qui enveloppent une certaine aire, c’est-à-dire 
tant que la variable s représente l’alfîxe d’un point renfermé dans 
l’aire dont il s’agit. 

Ces principes étant posés, on reconnaît sans peine que les fonc- 


(1) OEwres de Cauchy, S. II, T. IIL 
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lions monodromes et monogènes sont précisément celles auxquelles 
s’appliquent les formules générales que j’ai déduites du Calcul des 
résidus, comme aussi celles que j’ai données pour la détermination 
des intégrales définies, pour l’énumération des racines réelles ou 
imaginaires des équations algébriques ou même transcendantes, et 
pour le développement des fonctions explicites ou implicites en séries 
convergentes et en produits convergents, les fonctions implicites 
pouvant d’ailleurs être déterminées, soit par des équations finies, soit 
par un système d’équations différentielles. Ainsi, par exemple, c’est 
à une fonction monodrome et monogène f(s) que se rapporte la for¬ 
mule 


(I) 




x — 


T — 


que j’ai donnée à la page i 36 du Volume 1 des Exercices de Malhéma¬ 
tiques ('), et qui détermine immédiatement les fractions simples et la 
fonction entière dont la somme reproduit une fonction rationnelle î{x)-, 
c’est encore a une fonction monodrome et monogène f(s) que s’ap¬ 
plique l’équation (26) de mon Mémoire du 27 octobre i 83 i, c’est- 
à-dire la formule 

( 2 ) ' r r(2) 1).,-* = 2iîic(f(3)), 


dans laquelle le signe indique un résidu intégral relatif aux points 
renfermés dans une certaine aire qu’enveloppe un certain contour, 
s une longueur mesurée sur ce contour, depuis un point donné 
jus(ju’à celui dont z est l’aflixc, et c le contour entier. Remarquons 
d’ailleurs que la formule (2) comprend, comme cas particulier, des 
équations générales données dans les Exercices de Mathématiques et 
ailleurs, par exemple l’équation 


( 3 ) 



dx — 2nï y (f(5)), 

OQ 0 


( 1) Œuvres de Caaclij, S. Il, T. VI, p. 172. 
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qui subsiste quand le produit sf(s) s’évanouit pour des points situés 

h une distance infinie du pôle au-dessus de 1 axe polaiie, et les foi- 

mules 

f(o) t=31Uf(5), 
f(^:) 


( 4 ) 

( 5 ) 


qui supposent f(.5) synectique pour le module attribué à et pour un 
module plus petit, le module de x devant être, dans la formule ( 5 ), 
inferieur au module de 

En m’appuyant sur les principes que je viens de rappeler, j’ai été 
conduit à de nouveaux tbcorèmes et à des formules nouvelles qui 
paraissent dignes de quelque attention, et qui se rapportent, soit aux 
fonctions explicites ou implicites, soit à l’intégration d’un système 
d’équations différentielles. 3 e me propose de développer successive¬ 
ment ces théorèmes et ces formules. Je me bornerai pour le moment 
à en donner une idée. 


§ II. — Sur les fonctions déterminées par des équations finies. 

En vertu de la formule ( 5 ) du § I, une fonction Z — f(^), qui reste 
synectique tant que la variable conserve un module inférieur à une 
certaine limite r, est développable en série convergent!' ordonnée sui¬ 
vant les puissances ascendantes de .s. 

Lorsque la fonction f(s) est explicite, on peut aisément reconnaître 
avec facilité si elle est synectique, au moins dans le voisinage d’une 
valeur donnée de Il reste à examiner le cas où la fonction est im¬ 
plicite, par exemple le cas où elle est déterminée par une équation de 
la forme 

(0 _F(-,Z) = o. 

Alors, si C représente une valeur finie de Z correspondante à une 
valeur finie c de s, et si, dans le voisinage des valeurs c, C des deux 
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variables z, Z, le premier membre de l’équation (i) reste fonction 
monodrome et monogène de ces variables, Z sera, pour des valeurs 
de - très voisines de c, fonction monodrome et monogène de à 
moins que s = c ne soit une racine multiple de l’équation (i). 

A ce théorème, énoncé par M. Puiseux, on peut joindre un théo¬ 
rème analogue relatif au cas où plusieurs fonctions d’une variable 
sont déterminées par le système de plusieurs équations finies, dont 
chacune exprime l’égalité de deux fonctions monodromes et mono¬ 
gènes des diverses variables. 

Si l’une des quantités c, C, ... devenait infinie, alors à la variable z 
ou Z on substituerait le rapport variable ^ ou -i - • • • 

Si, dans chacune des équations données, les deux membres 
n’étaient pas monodromes et monogènes, il suffirait ordinaire¬ 
ment, pour les rendre tels, d’augmenter, comme je l’ai dit ailleurs, 
le nombre des variables. 

Si, pour z — c, plusieurs racines do l’équation (i) deviennent 
égales entre elles, et si l’on nomme in l’ordre do la substitution qui 
indique comment les racines s’échangent entre clics, quand, diffé¬ 
rant très peu de c, on fait tourner autour du point dont l’affixe est c. 
le point dont l’affixe est-, alors il suffira généralement do poser 

(2) Z — C=U."', 

pourvu que chaque racine devienne une fonction monodrome et mo¬ 
nogène de U. 

Les théorèmes sur l’énumération des racines que j’ai donnés 
en i 83 i (') s’appliquent non seulement aux équations algébriques, 
mais aussi aux équations transcendantes, et peuvent servir à déter¬ 
miner le nombre des racines de ces dernières, entre des limites 
données. 

Concevons, pour fixer les idées, que, 

(3) .ir=.F(i,=) 


( OELivres de Cauchy^ S. II, T. XV. 

OEuvres de C. — S. I, t, XII. 
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ôtant une fonction syncctique de t eton pose 

Z —X-t-Yi, 

X, r, X, Y étant réelles, et que l’on demande le nombre n des racines 
de l’équation 

(4) F(C-)--o, 

comprises entre des limites données, par exemple le nombre des 
points dont chacun, renfermé dans une certaine aire S, a pour a(Bx(‘ 
une racine s de l’équation ( 4 )- Le nombre n sera donné par la for¬ 
mule 



le résidu intégral qu’indique le signe 0 étant relatif au contour di' 
Faire S; et si,-tandis que cette aire s’étend indéliiiimcnt dans tous 
les sens autour du pôle, le second membre de la formub' (.j) d(ivi(mt 
infiniment grand, le nombre total des racines sera infini. D’ailleurs 
la détermination de n pourra devenir facile, si l’on a choisi convema- 
blement le contour. 

Ainsi, par exemple, si l’équation ( 4 ) se réduit à 

^ô) z-e^=t, 

OU bien à 

( 7 ) 5 — £Sin 5 =i:^, 

£ étant un nombre donné, on facilitera notablement la détermination 
de/?. en réduisant le contour de Faire S au périmètr(^ d’un rectangle 
dont les côtés soient les uns parallèles, les autrciS perpendiculaires à 
l’axe polaire. Quand ces côtés seront très éloignés du pôle, la valeur 
de n sera très-grande, mais facile à calculer. 

Le nombre des l’acines de l’équation (4) varie avec le nombre des 
racines de l’équation dérivée 


(8) 


D-F(f,5)“0, 
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aquelle deux racines de l’équation (4) doivent satisfaire, quand 
s deux racines deviennent égales entre elles. Quand la fonction 
lectique F(t, .2) est une fonction entière de z, le degré de cette 
iction surpasse d’une unité le degré de sa dérivée. Je rechercherai 
ns un autre article comment se modifie l’énoncé de cette dernière 
jposition quand on l'applique à une équation transcendante. 

§ ÎII. — Sur les fonctions implicites déterminées par des systèmes 
d^équations différentielles. 

Comme je l’ai remarqué depuis longtemps, quand on veut intégrer 
système d’équations différentielles, on doit commencer par réduiri' 
; équations au premier ordre, ce qu’on peut toujours faire lorsque 
équations renferment des dérivées d'ordre supérieur, en considé- 
it quelques-unes de ces dérivées comme de nouvelles inconnues, 
réduction dont il s’agit étant effectuée, il sera nécessaire, pour que 
inconnues soient complètement déterminées, que le nombre des 
nations soit précisément égal au nombre des inconnues, et que l’on 
inaisse les valeurs des inconnues correspondantes à une valeur 
anée de la variable indépendante. Par conséquent, les intégrales 
lérales serviront à déduire d’un système donné de valeurs de toutes 
variables un autre système de valeurs de ces mêmes variables; et, 
la question ne peut être résolue que d’une seule manière, comme 
irrive généralement dans la Mécanique, il est clair qu’en la renver- 
it on devra retrouver le premier système, si l’on part du second.' 
Un autre point capital, sur lequel les Mémoires que j’ai présentés à 
cadémic en 1846 (') ne laissent aucun doute, c’est que, pour bien 
maître la nature des intégrales d’un système d’équations différen- 
llcs et la nature des fonctions qui représentent ces intégrales, il est 
îessaire de considérer non seulement leurs intégrales rectilignes, 
is encore et surtout leurs intégrales curvilignes. En effet, la consi- 
’ation de ces dernières permet de déterminer dii’ectement le nombre 


) OELivres de Cauchy, S. I, T. X. 


et les valeurs des périodes qui peuvent s’ajouter à la variable indépen¬ 
dante, etc. 

D’ailleurs la recherche des propriétés des intégrales devient plus 
simple et plus facile, quand on commence par réduire les équations 
données à des équations dont les deux membres sont des fonctions 
monodromes et monogènes des inconnues et de leurs dérivées. Or on 
peut généralement y parvenir en introduisant dans le calcul de nou¬ 
velles inconnues liées par des équations finies à celles qui entrent 
dans les équations différentielles. 

Ainsi, par exemple, dans le mouvement d’une planète autour du 
Soleil, les équations différentielles pourront être réduites à sept équa¬ 
tions monodromes et monogènes dont l’une sera finie, ces équations 
étant de la forme 

QiX = u, Biy—v, = 


D,«=- 


- dï*, 


D/(’ 




^.2 _j_ y2 -2~ ,.2. 


Cela posé, concevons que l’on donne, entre une variable indépen¬ 
dante z et 72 fonctions inconnues 


a-, y, Z, a, (>, tv, 

n équations difTércntielles de la forme 

(1) l)o=y, ■■■, l)nr=2ff'', 

X, T, . .., W étant des fonctions monodromes et monogènes des 
variables y, z, u, 9, w, t et d’autres variables r, s, ... liées 
aux premières par des équations finies. Le premier soin du calcula¬ 
teur devra être de rechercher la nature et les propriétés de chaque 
inconnue, par exemple de l’inconnue x, considérée comme fonction 
de t. On y parviendra surtout en recherchant pour quelles valeurs 
de t, X cesse d’ètre fonction monodrome et monosène de t. Or ces 

O 

valeurs sont généralement celles qui rendent x infini, ou X nul. 
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infini, ou indéterminé. Remarquons d’ailleurs que poser ^ = o, ou 
bien 

T' O 

A O, ou - , ou 00, 

O 

c’est établir entre les diverses variables une équation qui peut se 
vérifier pour une valeur particulière de l. 

/ 

Soient t cette valeur de i, et ' 


Ï, i;, ..., U, », iw 

les valeurs correspondantes do 

J, -, •••, U, 0, «■. 

Elles ne devront pas, en général, vérifier aussi l’une des équations 
qu’on obtient en supposant l’une des quantités 

F, ou Z , ..., ou W 

nulle, ou infinie, ou indéterminée. Donc, pour une valeur très petite 
de ^ — t, les différences 

r — t), o: —i, ..., —tt) 

seront, pour l’ordinaire, sensiblement proportionnelles à / — t et 
seront même des fonctions monodromes, monogènes et finies de ü — t. 
C’est sur ce principe que s’appuie une nouvelle méthode qui, très 
souvent, peut être employée avec succès pour l’intégration d’un sys¬ 
tème d’équations différentielles simultanées, ainsi que je l’expli¬ 
querai plus en détail dans un autre article. 
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Calcul intégral. ~ Méthode nouvelle pour iintégration 
d’un système d’équations différentielles. 

C. R., T. XLin, p. (27 (21 juillcL i 85 fi L 


Parmi les résultats auxquels je suis parvenu en m’occupant des 
systèmes d’équations différentielles, il me paraît utile de citer uni' 
méthode d’intégration que je crois nouvelle, et qui, appliquée à un 
tel système, en fournit souvent avec facilité les diverses intégrales 
ou du moins plusieurs d’entre elles. Cette méthode est fondéi' sur un 
théorème général dont voici l’énoncé. 

Théorème. — Soient données entre la variable t et n inconnues 

\ 

X, y, Z, ... 

n équations différentielles du premier ordre 

(I) rzi A \ D, r ™ F, — ' . .. . 

Soient encore 

U, (P, .. . 

m fonctions linéaires des variables x, y, z, et supposons que, les 
valeurs de 

DiU^ Die, Dffv, 

étant tirées des formules (i), on trowe 

/ DtiL " JJJJolUs;, - 1 - JJ.^ a., - 1 - , ^ ^ 

^2) ) ^2 «>2 -1- F, P3 -h . . ., 

i DiW HZ JVI ix-\ PKg (p2 4- TKy (r’;j 


U.,, u^, ç’g, éteint de iioiwelles fonc¬ 

tions linéaires de x, y, z, .... Si les coefficients 


y, 
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renfermés dans les fonctions 
peuvent être choisis de manière que 

a\, u-x, u-i, Vy, (>,, ___ 

se réduisent à des fonctions linéaires de 

■ II, V, w, . . . , 

et SI d ailleuîs, cette condition étant remplie, on ne peut, des formules 

( J ) Il = 0, i’ — O, w — 0, ..., 

déduire aucune équation dans laquelle les coefficients 

a, 6, y, ... 

disparaissent tous à la fois, les formules ( 3 ) représenteront un système 
d'intégrales des équations données. 

Pour démoliIrcr ce Üicorèmo, il suffit d’observer que, dans l’hypo- 
tbèsc admise, les valeurs générales de ii, e, w, ... s’évanouiront, en 
vertu des équations (2), si clics s’évanouissent pour un système par¬ 
ticulier de valeurs des variables j, .t, z, ..., et que cette condition 
pourra être remplie par la fixation de valeurs convenables attribuées 
aux coclficicnts a, y, - 

lat méthode qui repose sur le théorème que je viens d’énoncer 
od're de nouveaux avantages quand aux équations différentielles don¬ 
nées ou joint celles qui déterminent de nouvelles inconnues propres 
à représenter des quantités dont l’introduction dans le calcul est 
appelée par la nature même des questions que l’on se propose de 
résoudre. 

Dans un prochain article, je montrerai, par des exemples spéciale¬ 
ment choisis entre ceux quei'ournissent la Mécanique et l’Astronomie, 
les avantages^que présente la méthode nouvelle pour l’intégration des 
systèmes d’équations différentielles. 
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569. 

Fonctions symboliques. — Sur les produits symholupies 
et les Jonctions symboliques. 

C. R., T. XLIII, p. iGg (28 juillet r 85 C). 

La lettre s désignant une fonction d’une ou de plusieurs variables 
indépendantes, concevons que l’on multiplie scs différences, ses dif¬ 
férentielles ou ses dérivées des divers ordres par d’autres fonctions 
de ces mêmes variables, puis que l’on renferme entre deux paren¬ 
thèses la somme des produits ainsi obtenus, et qu’après avoir ('(fiuu'' 
partout la lettre s, on se contente d’écrire cette lettre une st'ule lois à 
la suite de la dernière parenthèse, on obtiendra uni; (Expression <{ui 
se présentera sous la forme d’un produit, et qui sera eflcctivemenl 
appelée produit symbolique. Les deux facteurs de ce produit symbo¬ 
lique seront le multiplicande ^et un polynôme symbolique dont cha()ne 
terme sera le produit d’une lettre caractéristique par une fonction des 
variables indépendantes. Si les termes disparaissent tous à l’exciqition 
d’un seul, on pourra omettre les parenthèses. Alors aussi 1 (( multipli¬ 
cateur symbolique deviendra un monôme qui pourra se réduiriE dans 
certains cas, à une lettre caractéristique indiquant une opciration à 
laquelle on soumet la fonction s. 

Comme on l’a fait quelquefois, nous n’hésiterons pas à sim|)liti('r 
souvent les formules à l’aide du procédé qui consiste à représimlor un 
polynôme symbolique par une seule lettre ou par un seul caraclèri'. 
Nous affecterons spécialement à cet usage les deux caractèri's V, n, 
que j’appellerai trigone et tétragone, parce que leurs formes sont 
celles d’un triangle et d’un carré. 

La nature d’un facteur ou multiplicateur symbolique dépend de la 
nature des opérations indiquées par les lettres cai’actéristiques qu’il 
renferme. On peut dire qu’il est une fonction symbolique do ces 
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très. On peut même dire généralement qu’il en est une fonction 
;ière, attendu que, si aux divers signes d’opérations, c’est-à-dire 
{ diverses lettres caractéristiques, on substituait des quantités 
itables, le multiplicateur symbolique deviendrait une fonction 
ûère de ces quantités. 

D’ailleurs rien n’empéche de faire croître indéfiniment le nombre 
> termes dont se compose un facteur symbolique. Mais alors, tandis 
e ce nombre devient de plus en plus grand, le produit d’une fonc- 
n donnée s par ce facteur symbolique peut converger ou ne pas 
iverger vers une limite finie. Si la limite existe, le multiplicateur 
s dans cette limite sera encore un facteur symbolique; mais ce 
teur, composé d’un nombre infini de termes, sera là somme d’une 
le symbolique qui sera dite convergente. Toutefois, et il importe de 
■emarquer, la série pourra être convergente pour certaines valeurs 
formes de la fonction s, et cesser d’être convergente, par consé- 
mt devenir divergente, pour d’autres valeurs ou formes de s. Ainsi, 
ir une série symbolique, la convergence peut dépendre,non seule- 
nt des valeurs attribuées aux variables comprises dans la série, 
is en outre de la nature de la fonction qui doit être multipliée par 
lOmme de cette série. 

inpposons maintenant qu’une série symbolique soit convergente 
jue la somme de la série puisse être exprimée en termes finis par 
! certaine fonction algébrique ou transcendante, dans le cas où 
i remplace les lettres caractéristiques par des quantités variables, 
somme de la série symbolique sera naturellement exprimée par la 
me fonction algébrique ou transcendante, si l’on substitue à ces 
intités variables les lettres par lesquelles on les avait d’abord rem- 
cées, et l’on obtiendra ainsi ce que nous appellerons une fonction 
ibolique algébrique ou transcendante. Toutefois, cette fonction ne 
irra pas être appliquée sans restriction, comme facteur symbo¬ 
le,’à un multiplicande quelconque s, quelles que soient les 
3 urs attribuées aux variables indépendantes comprises dans ce 
Itiplicande; et, le plus ordinairement, il faudra renfermer ces 
OEuvres de C .— S.i,t.XU. 44 
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valeurs entre certaines limites, pour qu’il soit permis de multiplier s 

par la fonction symbolique. 

Les fonctions symboliques, telles que je vieias de les définir, ont 
déjà été introduites par les géomètres dans quelques formules de 
haute Analyse. L’usage habituel de ces fonctions dans les Calculs di(- 
férentiel et intégral offrirait de grands avantages; mais ces avantages 
seraient contrebalancés par de graves inconvénients, si l’on ne com¬ 
mençait par déterminer les conditions de convergence des séries 
symboliques, ou, ce qui revient au même, par rechercher dans quel 
cas on peut à un multiplicande donné appliquer une fonction symbo¬ 
lique donnée algébrique ou transcendante. 

J’ai déjà, dans le Mémoire lithographié de i 835 (^), traité cotte 
question, en m’appuyant pour la résoudre sur une formule générale 
que j’avais donnée dans le Mémoire du ii octobre i 83 i (-). Mais il 
m’a semblé qu’on pouvait simplifier et perfectionner encore, mêm(^ 
après les travaux récents de quelques géomètres sur des sujets ana¬ 
logues, les résultats auxquels j’avais été conduit. Comme, parmi h's 
fonctions transcendantes, les exponentielles sont celles qui repa¬ 
raissent le plus souvent dans l’Analyse, il était nécessaire de consi¬ 
dérer spécialement les exponentielles symboliques, et de rechercher 
avec soin leur nature, leurs propriétés et les conditions do conver¬ 
gence des séries symboliques dont elles représentent les sommes, (h's 
motifs ont dû m’engager à fixer particulièrement sur ces cx|)onen- 
tielles l’attention du lecteur. 


Analysé. 

§ I. — Produits symboliques. 

Soit S une fonction donnée d’une ou de plusieurs variables indé¬ 
pendantes. Pour indiquer les différentielles totales et partielles de y, 
je joindrai à la notation de Leibnitz celle dont je me suis constamm('nt 

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XV. 

( 2 ) Ibid., S. I, T. XI. 
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servi dans mes Leçons à l’École Polytechnique. En conséquence, j’in¬ 
diquerai la différentielle totale par la lettre caractéristique d, et les 
différentielles partielles relatives aux variables x, y, z., ..., par cette 
même lettre au bas de laquelle j’écrirai comme indices ces mêmes 
variables. Alors, les différentielles partielles étant indiquées par les 
lettres caractéristiques 


d., 


on aura généralement 


ds =r H-H--H_ 

De plus, en dérivée totale et dérivées partielles ce, que deviennent 

la diûérentielle totale et les différentielles partielles quand on réduit 
a 1 unité la différentielle de chacune des variables indépendantes, je. 
remplacerai la lettre d par la lettre D, quand il s’agira de représenter, 
non plus des différentielles, mais des dérivées. Cela posé, l’équa¬ 
tion (i) entraînera évidemment la suivante : 

( ^' ) 1)^ — "1“ Dy-Ç 1)-.Ç H- .... . 

Enfin je désignerai par 

As 


la différence ou variation finie de s, correspondante à des variations 
finies et simultanées 

Ax, Ay, As, 


des variables 


y, 


et, quand il s’agira de représenter une variation finie de s corres¬ 
pondante à une variation finie àx, ou Ay, ou A-, etc., d’une seule 
variable x, ou y, ou .s, etc., je placerai cette variable comme indice 
au bas de la lettre caractéristique A, en substituant à la notation A^ 
l’une des notations 

A^s, AyS, A^^, .... 


Quant aux différentielles, dérivées et différences des divers ordres, 
je suivrai, pour les représenter, le procédé universellement admis, et 
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quand il s’agira d’indiquer une différentielle, une dérivée ou une dif¬ 
férence de l’ordre n, relative à toutes les variables ou à l’une d’elles, je 
remplacerai la lettre caractéristique adoptée pour le premier ordre par 
la puissance de cette lettre caractéristique. Ainsi, par exemple, la 
dérivée du sixième ordre de la fonction s différentiée une fois par rap¬ 
port à X, deux fois par rapport à j, trois fois par rapport à z, sera 
représentée par la notation 

D^ Dy D|s, 

Ces conventions étant adoptées, concevons que les différentielles, 
dérivées et difféi’ences finies des divers ordres de la fonction s soient 
respectivement multipliées par de nouvelles fonctions X, F, Z, ..., 
des variables indépendantes x, y, z, ..., puis qu’après avoir ren¬ 
fermé entre deux parenthèses la somme des produits ainsi obtenus, 
on enlève la lettre s à chacun de ces produits en la transportant à 
la suite de la seconde parenthèse et l’y écrivant une seule fois. On 
obtiendra une expression par laquelle nous représenterons encore la 
somme trouvée ; et cette expression sera un produit symbolique. Ainsi, 
par exemple, en opérant comme on vient de le dire, on transformera 
la somme 

H- Y dyiÇ H- z -h . . . 

en un produit symbolique, et dans ce produit, représenté par la nota¬ 
tion 

le multiplicateur sera le polynôme symbolique 

■X dx + F dy Z dz~¥-. ... 

Si l’on représente ce multiplicateur par le trigone V, l’équation sym¬ 
bolique 

( 3 ) v = jrd^+rdy-^zd,+.... 
entraînera toujours avec elle la formule 

( 4 ) Xs dx^ ”h Fdy 5 Z dsS -f-.... 
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Si la quantité variable Vs que détermine l’équation (4) est à son tour 
soumise une ou plusieurs fois de suite au système d’opérations qu’in¬ 
dique le trigone V, alors, à la place de on obtiendra successive¬ 
ment te troisième, le quatrième, ... terme de la série 

( 5 ) s, Vs, Ws, VWs, .... 


En suivant encore ici le procédé à l’aide duquel on exprime les diffé¬ 
rences, différentielles et dérivées des divers ordres, j’écrirai simple¬ 
ment 


au lieu de 


V=, V% ... 


vv, vvv, 


Cela posé, les divers termes de la série ( 5 ), exprimés par les nota¬ 
tions 


(6) .ç, Vs, V^s, Ws, ..., 

seront les produits symboliques de la fonction s par les diverses puis¬ 
sances entières, nulle et positives du facteur symbolique V, ou, ce 
qui revient au môme, par les divers termes de la progression sym¬ 
bolique 

(7) V, V% VS .... 

Dans le cas particulier où l’on a 

jsr=i, r—i, z=i, 


le trigone V déterminé par la formule ( 3 ) se réduit à d, et le produit 
symbolique Vs à la différentielle totale d^. Alors aussi V" et V"s se 
réduisent à d" et d"j. 

Le cas où la fonction s est monodrome et monogène par rapport aux 
variables x, y, z, ... pour des valeurs quelconques attribuées à ces 
variables, ou du moins tant que ces valeurs restent comprises entre 
certaines limites, mérite une attention spéciale. On a, dans ce cas. 
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et par suite, en nommant a, b, c, ... les valeurs attribuées aux diffé¬ 
rentielles da;, ày, d:;, ..., on tire de l’équation ( 4 ) 

^ Q ^ V.Ç (X D ^ “H b V D y --1-- c -/Hz D 5 “ 4 " * • • • 

Alors aussi la formule ( 3 ) donne 

(10) V = 4-6 J^Dy-H c^D;;-h...- 

Si chacune des constantes a, b, c, ... se réduit à Funité, on aura 
simplement 

(11) V = UDy-h^D-, .... 


Enfin, si chacune des fonctions X, T, Z, ... se réduit aussi à Funité, 
on aura 


V — D^H-Dy-f- D--f-... — D. 


Le facteur V, défini par l’une des équations symboliques (9), (10), 
(il), est une fonction symbolique, non seulement entière, mais 
linéaire et homogène des lettres caractéristiques d^,, d^., d^, ..., 

ou D^, Dy, Dj, -La puissance du facteur où V" est einsoiaî 

une fonction entière et homogène de ces lettres, non linéaire, mais 
du degré n. 

Le produit de deux ou de plusieurs facteurs symboliques dépend 
généralement de l’ordre dans lequel les multiplications s’effiictuent. 
Ainsi, par exemple, si l’on pose 

V = □ —Dy, 

on aura, en vertu des règles de la différentiation. 


par conséquent 
et 

par conséquent 


VDs=:XD^Dy5, 

VD=XD^Dj.; 

13 — X Dy s H— Dy Sf 


□ V == JTDy D^ + Dy AT D^, 


□V = VD -hDyA'D^. 


et 
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Donc alors les produits OV, OV ne deviendronl égaux entre eux ,ue 
si la (onction X cesse de renfermer la variable y. 

Lorsqu’un facteur symbolique est la somme de plusieurs termes 
respectivement proportionnels aux lettres caractéristiques d^, d,., 

d^’ ■ • • Dy, D„..les règles connues de la différentiation 

suffisent à la détermination des termes dont se compose une puis¬ 
sance quelconque de ce facteur. Les mêmes règles déterminent aussi 
les divers termes dont se compose le produit de plusieurs facteurs 
symboliques de l’espèce indiquée. 11 y a plus : ces règles fourniront 
encore le produit de plusieurs facteurs symboliques dont chacun 
serait la somme de plusieurs autres. Les formules ainsi obtenues 
seront précisément celles qui se rapportent à la multiplication des 
sommes de quantités, avec cette différence toutefois que, dans le cas 
où les quantités sont remplacées par les facteurs symboliques, on 
doit tenir compte de l’ordre dans lequel les multiplications s’effec¬ 
tuent. Ainsi, par exemple, si la somme V de plusieurs facteurs sym¬ 
boliques V,, Vj, Vj, ... est multipliée par un autre facteur svmbo- 
lique □, l’équation 

('?•) VzrV.-yV^-yV.-y... 

entraînera la suivante 

(13) □Vj-y □Vj-h..., 

('t l’on aura aussi 

(14) iVD = V,D-y VsD+VaD-t-.... 

Mais la formule (i 3 ) ou (i 4 ) deviendrait généralement inexacte si, 
dans l’un des produits qu’offre le premier ou le second membre, on 
renversait l’ordre des multiplications. Pareillement, si l’on suppose 

(15) 

on en conclura 

(16) 
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Mais, le produit VjVa étant généralement distinct du produit VoV,, la 
l’éduction de la formule (i6) à la suivante 

(17) T-=Vl+iV,V,+ VI 

ne sera permise que dans certains cas spéciaux. Les réductions de ce 
genre s’effectueront, par exemple, si l’on emploie des facteurs sym¬ 
boliques dont chacun, exprimé à l’aide des lettres caractéristiques, 
en soit une fonction linéaire à coefficients constants. 

Ainsi, en particulier, en élevant à la puissance du degré n les deux 
membres de chacune des formules symboliques 

( d = da: ■+• dy H- dj H-. . . , 

(18) 

I D=:D^-I-Dy+D,-)-..., 

on obtiendra, pour déterminer d" ou D" considérés comme fonctions 

entières des lettres caractéristiques d^,, dy, d^, ... ou D^, Dy, D.. 

des formules parfaitement semblables à celles auxquelles on parvien¬ 
drait si ces lettres représentaient de véritables quantités. 

Concevons maintenant que. 


y, .S, 


Si, S^, 


étant des fonctions entières monodromes et monogènes des variables 
indépendantes 

y f Z y • • • > 


on pose 


( ^ 9 ) ^ ^ ~i~ *5^1 d.9 -f-^2 “H... H- S fl d s, 

et que l’on demande la valeur s de correspondante, non seulement 
à des valeurs données a, h, c, ... des variables x, y, z, ..., mais 
encore à des valeurs données a, y, ... de leurs,différentielles dx, 
dy, d:;, .... Pour obtenir s, il suffira évidemment de poser, dans s, 
S, S,, S.,, ..., 

(20) x-=cx.t + a, y=§t+b, szry^-i-c, ..., 

puis d’effectuer les différentiations relatives à i, et de prendre ensuite 

(21) 


t = 0 . 


dï = I. 
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D’ailleurs D,? sera de la forme indiquée par l'équation (19) si l’on a 
( 22 ) • 

et 

(7.3) t7=Mcl, 

CO étant une fonction monodromc et monogène des variables indépen¬ 
dantes c;. 

Si les différentielles dic, dy, de;, ... se réduisent toutes à l’unité, la 
formule (19) sera réduite à 

( 9.4 ) 0 5 = S .1 -f- 5, Ds -H S, D^v -f-.., -H 5„ D«4', 

et la formule (aS) à 

(25) Vz=mD. 

Dans cette dernière hypothèse, les valeurs données de dx, dy, de;, ... 
ne pourront différer de l’imité : par conséquent les formules (20) 
devront être réduites aux suivantes : 

( 26 ) .x=:zi-ya, z—t-yc, .... 

Enfin, si les valeurs données des variables x, y, z, ... se réduisent 
toutes à l’unité comme celles de leurs différentielles dx, dy, dr., ..., 
alors, pour obtenir la valeur s de V"4, en supposant ?= col), il suffira 
de poser, dans les fonctions ^ et co, 

et de réduire ainsi V"s à une fonction de la seule variable x, puis de 
réduire ensuite cette variable à l’unité. 

Concevons, pour fixer les idées, que, m étant le nombre des 
variables x, y, z, ..., on ait 

( 27 ) ù) = S = . .. 

Alors, en posant 
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on aura 

r.) — .S’ “ X-'", 

Vi z=:5D.S =— mcp--'"-', 

V-s = .çDV.s = m{2m r) 


et généralement 

V".c = 5 DV'‘-‘5 = (— i)"“' -i- i). . .(«/» ■+■ n ■ - t-i. 

Donc, en réduisant x à l’unité, ou trouvera 

(28) 3 = (—1)'*-’ m{ 9 .m +- 1 ) ( 3 /J(. H- 2). . .(nm + n — i)- 

^ II. _ Réduction du nombre dex variables dans les fonctions symboliques. 
Limites supérieures aux modules de ces fonctions. 

Le procédé dont je me suis servi à la ün du § I, (;t des procédés 
analogues, permettent de transformer des fonctions symboliques de 
plusieurs variables en fonctions symboliques d’une. s(mle variable. 
Les transformations de ce genre offrant le moyen d(i rendre plus 
facile la détermination symbolique, je vais un instant y rev(inir. 
Considérons ün produit symbolique 

□ .V 

dans lequel chacun des deux facteurs □, s représente une fonction 
des variables indépendantes a:-, y, z, ... qui demeuia! monodrome, 
monogène et finie, du moins entre certaines limites, le premier fac¬ 
teur □ étant en outre une fonction entière de l’une des deux caracté¬ 
ristiques D, d. Si □ renferme seulement la caractéristique 1 ), alors, 
pour transformer en une fonction symbolique d’une variabh^ auxi¬ 
liaire t, il suffira d’écrire partout, dans les facteurs □ et .y, à la plac(‘ 
des variables indépendantes 

'^9 y 9 ^9 • • • 

les binômes 

« + C J-HC z + t, ..., 




EXTRAIT N” 569. 


355 


et, à la place de la caractéristique D, la caractéristique l)<, sauf a 
poser, après les différentiations,' 

l — o. 

Si □ renfermait seulement la caractéristique d, alors, pour trans¬ 
former □ s en une fonction symbolique do /, il suffirait de remplacer, 
dans les facteurs □ et s, les variables 


• • • 

par les binômes 

OC —t (ItTy "Y — 1 — t ûoef -Z “ 1 — t (loCj , , . y 

puis chacune des caractéristiques 

(1, dx, d,., d'h ... 

par la seule caractéristique D„ sauf à poser ensuite / — o. 

Concevons, pour fixer les idées, que la fonction ,v se réduise îi la 
fonction œ déterminée par la formule 



r, 1), 3, ... désignant des quantités qui'ne dépendent pas de æ;, y, 
.s, .... Supposons encore que □ renferme la seule caractéristique d, 
et soit de la forme 

(2) □“-V", 

V étant déterminé par la formule 

(3) V rr «d ; 
on aura 

( 4 ) □ w = V" w 

ou, ce qui revient au même, 

( 5 ) □ 0) ■= ( « d ) " £0 ; 
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de plus, on opérant comme on vient de le dire, et posant 


( 6 ) 


(6 bis) 


doc __ i d y __ dz _^ 

ï — .r -5' ’ P -r- J 6»^' ’ 3 — ^ 6*' 



on devra, dans l’équation ( 5 ), remplacer co par cor, cl par D,, et l’or 
trouvera, en conséquence. 


(7) 


□ u=rw«-<-i(rD,)"r, 


t devant être annulé après les différentiations. Si, pour abréger, or 
pose 

( 8 ) 


i étant réduit à zéro après les différentiations, on aui’a simplement 

(g) □ w = . 

Des deux facteurs que renferme le second membre de la formule (9) 
l’un co"-*-' est une fonction connue des quantités æ; y, ..., r, i) 
3, ..., et pour qu’il conserve une valeur finie, il sulïit que les module: 
des variables 

- e , y, -, • • ■ 


soient respectivement inférieurs aux modules des quantités 


ï, !), 3, — 

J’ajoute que, si cette condition est remplie, l’.autre facteur aur: 
lui-même une valeur finie, et qu’il sera facile d’assigner une limil 
supérieure à son module. Effectivement, eu égard à la formule (7) 
la fonction symbolique 

(T’DU'T’ 


sera une somme de termes dont chacun sera le produit de J pour de 
facteurs de la forme 
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, h”, ... étant des nombres entiers qui vérifieront la condition 

h' H- h'’ ... — /?.. 

imme d’ailleurs, en posant 

t — O, 


rcs les différentiations, on aura 


T^i, 


l)f 


0' 


est clair que, si l’on nomme g le plus grand des modules qui appar- 

‘.nnent aux rapports •••, le module de D;, sera inférieur 

. produit 

0 « ’ 


étant le nombre entier auquel se réduit quand ou suppose 

0'=:0";=0"'=. . .r=i. 

iis, dans cette supposition, on a 

désignant le nombre des variables æ, y, z, . .., et par suite 

£2„ — ni ( 2 m + I) ( 3 + 2 ). . . ( nm n — i ). 

)nc,' si l’on nomme a le module de w, la formule (9) fournira pour 
module de □(!) un nombre égal ou inférieur au produit 


étant le nombre entier que détermine la formule 
I ) /V = m{2 ni -h i) {im -i- 2).. .{nm -r /t — i ) • 

Il importe d’observer que, dans les formules ( 3 ) et ( 5 ), on a 

i) d = dÆ;l)^+ci/Dy-H d-Di+.. 
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et que les différentielles 


dx, dj, ch 


des variables indépendantes x, y, z, ... peuvent être des fonctioi’” 
données 

I, 1% 3, ... 

des quantités r, i), 3, . .. qui ne dépendent pas de x, y, z-, ... ■ 
Admettons cette hypothèse, et désignons par la lettre caractéri^' 
tique (D ce que devient alors d. On aura 

et les formules ( 3 ), ( 5 ) seront remplacées par les suivantes : 


(1-1 ) 

(, 5 ) 


V = ûo (Ô, 

□ G) = ( G3 0^ ) G3. 


D’ailleurs, dans l’expression (10), qui représentera toujours une 
limite supérieure au module de □ w, le rapport sera le plus grand 
des modules qui appartiendront aux rapports 

(, 6 ) 


r — X V — .y i — Z 

Concevons maintenant que, l étant l’un quelconque, des nombres 
entiers 

1, 2, 3 , ..., n, 

on nomme 

r,i/, CD/, V/ . 

ce que deviennent 

G) J CD Gt V G)(Dj 

quand, au système des quantités 

1 ", r, 3, • • •, A, 3 , -.., 

on substitue un système analogue de.quantités désignées par les 
mêmes lettres affectées de l’indice l. Soient encore 


a/, 61 



ce que deviennent 
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B et d 


pour le nouveau système. On aura 

(17) X,=zuiQr, 

et, si l’on détermine la fonction symbolique Dw, non plus par la for¬ 
mule (4). mais par la suivante 

( 18 ) □ (,) =; V„ V„_| . . .VjV, w, 

1(^ module do □ co sera inférieur à l’expression 


(fui, dans ce, cas, remplacera évidemment le produit (10). Par suite. 
e,e module sera encore inférieur au produit 


( ‘HO 



n 

•> 


si l’on désigne par a, non plus le module de co, mais le plus grand des 
modules appartenant aux termes de la suite 


G), Gli, ' G)2 j • • • y W/j, 


('t ])ar ^ le plus grand des rapports 

I I T 

57 7 ’ ■■■’ 0 / , 

Concevons à présent que les fonctions 

.s-, -T, F, Z, ... 

des variables indépendantes 

x, y, s 

restent monodromos, monogènes et finies tant que les modules de 
ces variables sont inférieurs à certaines limites 


X, y, Z, .... 
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et, en les supposant tels, prenons dans la formule (2 ) 

(' 5 ï ) V — -H Dj' -H 1)2 + ■ • •. 

La fonction symbolique 

(22) Di^V".? 

aura une valeur finie dont le module sera inférieur à une certaine 
limite que nous allons déterminer. 

Nommons 

ï, V, }, • • ■ 


des variables auxiliaires dont les modules soient constants, mais res¬ 
pectivement inférieurs aux limites 


X, y, Z, 


ü) une fonction de 


■r, y. 


I), f, 


déterminée par la formule (i), et $ ce que devi('nt.y (juand on y lumi- 
place a?, y, . par r, i), j, — Supposons, en outns qu(‘, l étant 
l’un quelconque des entiers 


on désigne par 


I, 


, n. 


ih 


d’autres variables auxiliaires dont les modules rc'sjx'clifs soient eneoia' 
inférieurs aux limités 


et par 

ce que deviennent 


X, y, Z, 
^0 -L, 

-1; r, Z, 


quand on y remplace æ-, y, . par r„ i)„ .... Enfin, nommons co, 

ce que devient w quand on y remplace r, q, 3, ... par r^, ip, 3^, ...; 
conservons aux notations ü 3 /, les significations ci-dessus admises, 
en sorte qu’on ait 


('7) ^ 


V/— W/ffi/, 
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Œ)i étant déterminé par la formule 

(aS) .ï; D^-1-Dy + 3/ D;H-..., 

et concevons que l’on attribue aux variables 

a?, y, Z, ... 

des modules respectivement inférieurs à ceux de 


et de 


V, 3, 


*/, V/, il, ■■■■ 

La formule ( 5 ) de la page 336 donnera 
(24) s= 3 ru(ua), 

et l’on trouvera pareillement 
( 25 ) V = art ( M/ ®, ) = ait 


la moyenne isotropique qu’indique la lettre caractéristique aii éta 
relative, dans la formule (24), aux arguments des variables aux 
liaircs 

J P J 3? • • • J 

et dans la formule (26) aux arguments des variables auxiliaires 


P/y 3/> • • • . 

Cela posé, on aura non seulement 

(26) V5 = art(8VM), 

mais encore 

(27) Voj = aii.(V,w), , vViw = 3ir(V2V,w), , 

et de l’équation (26) jointe aux formules (27) on tirera 

(28) v«5 = aiu(sV„v„_,...V2Vico), 

. la moyenne isotropique qu’indique le signe 311 / étant relative aux arg 

OEui’res de c.— s. l, t.Xll. 46 
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ments de toutes les variables auxiliaires. D’ailleurs, si l’on attribue 
aux nombres iV, ô, a les valeurs qui leur ont été assignées dans l’ex¬ 
pression (20), le module du produit symbolique 

. .V2V1C0 

sera constamment inférieur à cette même expression. Donc, en vertu 
de la formule (28), le module de la fonction symbolique 

sera inférieur au produit de l’expression (20) par la limite s que ne 
peut dépa'sser le module de s. Ainsi le module do □ s — V".v sera infé¬ 
rieur au produit 

e) ■ 

Concevons maintenant que, i étant une nouvelle variable distincte 
àeæ, y, Z-, ..., et ? étant toujours déterminé par la formule (21), on 
construise la série 

.. t „ r,., 

(3o) • -v, Y ■■■’ 

dont le terme général est 


D’après ce qu’on vient de dire, le coefficient de t." dans rexpr('s- 
sion ( 3 i) offrira un module inférieur au produit 


( 32 ) 


N 

- s a 

1.2. fl 


07 ‘ 


D’ailleurs, la valeur de étant donnée par la formule (i ij, le module 
de la série qui aura pour terme généralle rapport 


4-1. 
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Donc la série dont le terme général est l’expression ( 3 i) aura pour 
module le produit 


(33) 


( w + i)h 
9 


et la série ( 3 o) sera certainement convergente, si le module de t est 
intérieur à l’inverse du rapport ( 33 ), c’est-à-dire à 


l OLl } -. 

( -f- 1 ) » 

Si, dans cette hypothèse, on nomme la somme de la série, on aura 
(35) + + 

1 i .2 

D’ailleurs, lorsque V représente une quantité, on a identiquement 

(3G) 14--V-f- 

^ J J . 2 

(d par suite l’équation ( 35 ) se réduit à 

( 37 ) D-e‘\ 

Donc, si l’on étend la formule ( 36 ) au cas où, V étant un facteur sym¬ 
bolique, la série (3o) est convergente, la somme de cette série sera 
déterminée par l’équation symbolique 

(38) □.ç —e‘’.9. 

Mais cette équation ne subsistera que dans le cas où la série ( 3 o) sera 
convergente, et c’est dans ce cas seulement qu’il sera permis d appli¬ 
quer à la fonction s le multiplicateur symbolique 

e^. 

Lorsque, « et 0 étant des quantités finies, 0 no s’évanouira pas, on 
pourra toujours, en attribuant au module de t une valeur suffisam¬ 
ment grande, choisir ce module de manière que la série ( 3 o) soit 
convergente. Donc alors il sera possible d’appliquer à la fonction ^ le 
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multiplicateur symbolique e'’, au moins pour des valeurs de t suffi¬ 
samment rapprochées de zéro. 

Si dans la formule (21) les fonctions . 

X, ÿ\ Z, ... 

se réduisent à des constantes, alors en représentant ces constantes 
par 

ùx, ày, ds, ..., 


on réduira cette formule à l’équation 
(39) V = d, 

et l’équation ( 38 ) donnera simplement 

t t- 

( 4o ) □ .s? ” “ ,9 M — ds -] - d- . 94 -,... 

^ ^ 1 J . 2 


Le dernier membre de cette dernière formule reproduit, lorsqu’on 
suppose ï = i, la série de Taylor qui sera convergente tant que les 
accroissements attribués aux variables x, y, z-, ... n’oITriront pas des 
modules pour lesquels la fonction s cesse d’être monodrome, mono- 
gène et finie. 

Dans un prochain article, je donnerai l’application des principes 
ici exposés à l’intégration des équations différentielles simultanées 
et des équations aux dérivées partielles. On retrouve ainsi des condi¬ 
tions du genre de celles que j’ai données le premier dans le Mémoire 
de i 835 , c’est-à-dire des conditions auxquelles un système d’équa¬ 
tions différentielles doit satisfaire pour que ces équations admettent 
des intégrales qui, du moins entre certaines limites, demeurent mo- 
nodromes et monogènes. 
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570 . 

FONCTIONS SYMBOLIQUES. — Sur la transformation des fonctions 
symboliques en moyennes isotropiques. 

C. R., T. XLIII, p. 261 (4 août i 856 ). 

La transformation d’une fonction symbolique donnée en une 
moyenne isotropique peut être avantageusement appliquée à la 
recherche des propriétés de cette fonction. Ainsi, par exemple, 
une limite que ne pourra dépasser dans la moyenne isotropiquo le 
module de la quantité renfermée sous le signe ait sera encore évi¬ 
demment une limite supérieure au module de la fonction symbo¬ 
lique, et, si cette fonction est le terme général d’une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes d’une variable, il sera possible 
il’assigncr au module de celte variable une limite au-dessous de 
laqucll(‘. il pourra varier sans que la série cesse d’être convergente. 
Dès lors, on conçoit l’utilité de toute formule qui convertit une fonc¬ 
tion symbolique en moyenne isotropique. J’ai déjà, dans la dernière 
séance, donné une formule de ce genre, l’équation (28) de la pageSGi. 
iMais à ciqtc formule je vais en Joindre deux autres qui paraissent 
dignes d’attention, et offrent même cette particularité remarquable 
qu’elles ne renferment plus sous le signe, 31 l aucune lettre caracté¬ 
ristique. Je commencerai par établir les deux nouvelles formules, 
[)uis j’exposerai-les conséquences importantes qui s’en déduisent. 

Analyse. 

Soient 

.X une variable indépendante; 
f(2;) une fonction de cette variable. 

Soit encore r un accroissement fini attribué à la variable, et suppo¬ 
sons que la fonction reste monodromc, monogène et finie, tant que le 
module de l’accroissement ne dépasse pas une certaine limite. On 
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aura, dans cette hypothèse, 

(I) 

et l’on en conclura, en désignant par n un nombre entier, 

É f (if) 

( 3 ) D2. f ( ^ ) = I . 2... « 31L. ’ 

puis, en réduisante; à zéro, 

(3) 


f(ï) 


Si, dans cette dernière formule, on remplace f(r) par {(a; + f), elle 
donnera 


( 4 ) 


f( _4^ ï) 


ou, ce qui revient au même. 


( 5 ) 


DSf(ir) =:r(/! +1)31'^ 


f( X H- 


0 


si l’on suppose en particulier n = i, 

(6) D^f(e;) = 31C 


on aura simplement 

[{.X H- ï) 
ï 


D’ailleurs, la formule (5) s’étend au cas même où l’on aurait /t = o, 
et donne alors 


(j) f(a?) = ait f(x-H *)• 

Les formules ( 5 ), (6), (7) offrent le moyen de transformer une 
fonction symbolique d’une ou de plusieurs variables en moyenne iso¬ 
tropique. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soient 

X, y, Z, ... 

m variables indépendantes. Soient encore 

s, X, F, F, ... 

des fonctions de ces variables, qui restent monodronies, monogènes 
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finies, tandis que l’on attribue à ces variables des accroissenaents 
)nt les modules demeurent inférieurs à certaines limites 

afin posons 

!) 

) ■ 

3ur transformer en moyenne isotropique la fonction symbolique 

O ) □ 5 = V" .ç, 

suffira d’opérer comme il suit. 

Désignons par 

r, V, ■}, ... 

3S accroissements simultanément attribués aux variables 

X, y, Z, ... ; 

ût encore « ce que devient s, quand on attribue à x, y, z-, ... les 
icroissements r, i), 3, ..., et posons 

, X F Z 

I ) CO — — + — -4“ — “1“ . • . . 

^ 9 3 

i les modules de r, i), 3, .. . sont respectivement inférieurs aux 
mites X, y, Z, alors, en vertu des formules (8) et (6), on aura 
ddemment 

2 ) Vs —3n:(c.)s). 

ancevons maintenant qu’aux accroissements 

t, V, h 

îs variables x, y, z, ... on ajoute successivement et à diverses 
loques d’autres accroissements 

*^1? 3iy •••> 92? 32> 3//,—J? 


X, y, Z, .... 

V=:.rD:,-h FDy-hZD, 


au» 
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et que ces divers accroissements offrent des modules constants. Su; 
posons d’ailleurs les accroissements primitifs 

r, 1), i, ... 

et ceux qu’on leur ajoute, choisis de manière que les modules des ai 
croissements successifs d’une même variable fournissent une somir 
inférieure 

pour la variable a?, à la limite x, 

pour la variable /, à la limite y, 

pour la variable .3, à la limite z, 


Soient 

ce que deviennent 



quand on attribue aux variables x, y, z, ... les accroissements r, i 
3,_Enfin, l étant l’un quelconque des entiers 


désignons par 
ce que deviennent 


O, I, 2 , 3, ..., n — i, 

S/, t)/, 3 /y ... 

si-i, 


lorsqu’on attribue kx, y, ... les accroissements r^, ip, 3^, ..., 0 
effaçant l’indice l — i dans le cas où l’on a 


l—ï, l — I =: o; 


et posons généralement 


(i3) 



i' 

1 )/ 



Pour convertir en moyenne isotropique non plus V^, mais V'v, V’b',... 
il suffira de substituer à l’équation (12) les formules 


(14) 

(15) 


— Dît (ca 

011 (cO 
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et l’on trouvera généralement 

(i6) V"s— OTl (w W,C 02 , • • - , to„_,5;,_,). 

On peut encore, avec succès, appliquer la formule ( 5 ) à la question 
ici traitée en opérant comme il suit : 

Concevons d’abord que, s étant toujours fonction des variables 

y•> • • • J 

le tétragone □ renferme, avec les lettres caractéristiques 

Ra:» Rc» • • • » 

do nouveaux systèmes de variables 


y *^2» yv.1 •••? J 


distincts du système 


•a?- /> 


et les letU'cs caractéristiques 

Da,,, I)y,, l)i , ..., Ra:., R/., R^.j •••) Ra:„> Rr„> Rj,,! •••• 

Concevons encore que, l étant l’un quelconque des entiers 


on désigne par 


I, a, 3 , /i, 

A'„ Y„ Z„ ... 


ce que deviennent les fonctions ci-dessus nommées 

A', Y, Z, ..., 


({uand on y remplace x, y, ... par Xi, ji, s^, ... ; prenons 

/ V/~ /(Raj-t- Ræi “l" • • • “l” R^i-i) 

-HF,(IV + R:,..-H...a-Ry,_.) 


l’indice l — i devant être effacé dans le cas où 1 on a 

l=zi, l — i = o; 
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et posons 

(i8) = 

Représentons d’ailleurs par 

Vh 3/> 

des accroissements attribués aux variables 


par 


«/, yt, ; 

X,, ... 


ce que deviennent, quand on tient compte de ces accroissements, les 
fonctions 

A'i, Yi, Z„ ...; 


et supposons les modules de 

‘V, V/, il. 


constants, mais tellement choisis que, pour ces modules ou pour des 
modules plus petits, les fonctions 

3 /, ... 

ne cessent pas d’être monodromes, monogènes ethnies. Kntin soient 

a, cti, « 2 , ..., a„, 6, S,, 6,, ..., 6„, y, y,, y,, ..., y„ 

des clefs analytiques assujetties à la seule condition que, dans une 
fonction entière de ces clefs, l’on substitue finalement :i la /P*’’”® puis¬ 
sance de chacune d’elles le produit 

1 .2.3... n =r(« -t- i). 


et posons 
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On aura évidemment, en vertu de l’équation (i8) jointe aiix for¬ 
mules ( 5 ) et (19), 

(20) □ 5 = Oit W,1_I . . . 0)2 Wj s). 

Si maintenant on veut que la formule (20) fournisse une valeur de la 
fonction □ ^ déterminée par l’équation (10), il suffira de poser 

= =J', 

Z fl ■m Zfi^i m . . . — 7=: 


par conséquent, il suffira d’admettre que, dans l’équation (19), 

-î/, , ^ 1 , ... 

représentent ce que deviennent les fonctions 

.r, F, Z, ... 

quand on attribue aux variables 


.r. Y, -, ... 

des accroissements 

V/j 3 /» • • • 

dont les modules constants sont respectivement inférieurs aux limites 
ci-dessus exprimées par les lettres 


X, y, Z, — 

Les formules (iG) et (20) sont celles que nous nous étions proposé 
d’établir. Dans la seconde comme dans la première, on peut supposer 
égaux entre eux les modules constants des divers accroissements rela¬ 
tifs à une même variable, par exemple des accroissements 

r, *„ U, ..., 

relatifs à la variable æ. Mais, tandis que dans la formule (20), 
chacun de ces modules est seulement assujetti à rester au-dessous 
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de la limite x, c’est leur somme qui, dans la formule (i6), doit rester 
inférieure à la limite x; et il est clair que cette condition abaisse 
chacun des modules .égaux au-dessous de la limite D’ailleurs, la 
formule (20) renferme des clefs analytiques qui doivent en être fina¬ 
lement exclues à l’aide des transmutations de la forme 


(21) I a" I =r(«). 

Mais, la transmutation (21) pouvant s’écrire comme il suit 


(22) 




£ 




on pourra évidemment supposer que dans la formule (19) 


Oty O, y, •••, ^1, ^1, yi, y * ' • 


représentent non plus des clefs analytiques, mais de véritables quan¬ 
tités, pourvu qu’en même temps à la formule (20) on substitue la 
suivante : 


n os 


••• 31i (&)i. . . (j),i ? ) 


cla ( 16 . . . fia,, ( 16 „ .. 


On peut aisément de chacune des formules (iG), (20) déduire une 
limite supérieure au module de la fonction symbolique 

Effectivement, soient 

a, b, c, ... 


des nombres respectivement inférieurs aux limites 


et 


X, y, Z, ... ; 

X, Y, Z, ... 


les plus grandes valeurs que puissent atteindre les modules des fonc¬ 
tions 

JT, r, Z, ..., 

lorsque dans ces fonctions on attribue à x, y, z-, . 


.. des accroisse- 
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.11 ts dont les modules ne dépassent pas les limites 

a, Il. Cj ... ÿ 

fin réduisons aux rapports 

abc 

— î — 5 —, ... 

n n ti 

modules des accroissements représentés dans la formule (i i) par 

P, 3, 

dans la formule (i 3 ) par 


P/, il, • - • ; 


ît (0/offriront, en vertu de ces formules, des modules inférieurs à 
limite 


valeur de K étant 


«K, 


) 



Y 

11 


Z 




par suite le module de la fonction symboliqiu' 

□ x —V".? 

a, en vertu de la formule (i6), inférieur à la limite 

) «"K" 5 . 

Soient maintenant 

s, A, B, C, ... 

plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules des fonc- 
II s 

X, Y, Z, 

sque dans ces fonctions on attribue h. x, y, z, ... des accrois- 
lents dont les modules sont précisément a, b, c, ... ; nommons 
3 plus grand des rapports 


ABC 

— > TT ? "^5 ... J 

abc 
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et posons 



En vertu de/la formule (20), le module de □ ^ = V"v sera évidemment 
inférieur à 

(27) 

étant le nombre entier déterminé par la formule 

(28) N = m{o.ni. .{nmn — i), 
c’est-à-dire le nombre auquel se réduit V"^ lorsqu’on y pose 

s = V = (i-0-'D„ 

et qu’aprés les différentiations on réduit à zéro la variable t.. De plus, 
comme on augmentera toujours le nombre par lcqu('l on doit rem¬ 
placer définitivement le produit de plusieurs des clefs 

oc, ocj, •. •, cc/j, ê, 61, • • •, ê/i, y, yi, .■ • * » 

si l’on égale ces clefs à l’une d’elles, la fonction symbolique □,v = V",v 
offrira encore, en vertu de l’équation (20), un module inférieur à la 
limite 

(29) 1. 3 . 5 .. .(2« 

que l’on déduit de la formule (20), en posant dans la formule (rq ) 

a = S=:y = ..., «i=6iZ=:y, = ..., - 

En résumé, le module de la fonction symbolique 

□ s = V" s, 

dans laquelle V est donné par la formule (10), sera inférieur à cha¬ 
cune des trois limites 


(3o) 


^S, I.3.5...(2«4-i)H''S. 
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Par suite, le module de la série qui a pour terme général le produit 

fil 

—1 

J .2, .. n 

sera inférieur aux produits du module de t par les trois limites 
(3i) Kô, 2H, 


P désignant la base des logarithmes népériens. Donc cette série sera 
convergente, et le facteur symbolique 


pourra être appliqué à la fonction s, si le module de i est inférieur à 
l’une des trois limites 


( 32 ) 


I 0 I 

Kê’ m-i-i’ 2H' 


De ces trois limites, la première et la dernière sont celles que j’ai 
données dans un Mémoire présenté à l’Académie le 3o juillet 1849, 
et dans le Mémoire lithographié de i835; la seconde est précisément 
celle à laquelle sc réduit l’expression (33) de la page 363 lorsqu’on 

a 

pose 

8 = 1. 


Pour la déduire immédiatement de cette expression, à l’aide des for¬ 
mules établies dans la dernière séance, il suffit de remplacer, dans 
ces formules, 

X, y, s, ... par x-^^, y-^-n, ^ + 1 , - 

et de réduire ensuite 

X, y, Z, ..., à zéro, 

puis 

I, n, Ç, •••, à y, 3 , .... 

-Ajoutons que dans la formule (26) on pourrait prendre pour A, B, 
G, ... non les plus grandes valeurs que puissent acquérir les modules 
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des fonctions 

X, r, Z, 

lorsque dans ccs fonctions on attribue à a:, y, dos aceroisso- 

monts r, i), 3 , • • •. dont les modules sont a, b, c, ..., mais les valourh 
qu’acquièrent, dans cette hypothèse, et pour un seul système do 
valeurs de r, i), 3 , •••, les modules de 


au moment où la somme 


A', Y, Z, ..., 


A B C ^ 

-h -h " -H . . . 

a 1) C 


devient la plus grande possible. 


571 . 

. Caccul intégral. — Sur Vintégration définie d’un syslénu’ d'équations 

différentielles. 

C. R., T. XLIII, p. 497 (8 septembre iS'iO). 

Étant donné un système d’équations différcntiolles, on ptuit (ou- 
jours réduire ces équations au premier ordre, on augmcnlanl, s’il (‘s( 
nécessaire, le nombre des inconnues. Supposons que, les équations 
étant du premier ordre, m soit le nombre des inconnues x, y, z, — 
Pour que celles-ci puissent être complètement déterminées en fonc¬ 
tion de la variable indépendante l, il est nécessaire que les équations 
différentielles soient en nombre égal à celui des inconnues, et que, 
en vertu de ces équations, les dérivées des inconnues relatives à la 
variable indépendante soient des fonctions des diverses variables, 
savoir de la variable indépendante et des inconnues elles-mêmes. 
Ces conditions étant supposées remplies, Y intégration définie des 
équations proposées consiste à déduire d’un système donné de 
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valeurs correspondantes des diverses variables un autre système 
de valeurs correspondantes de ces mêmes variables. ' Les iniégrales 
(jue fournit 1 intégration définie sont dites générales, lorsque la 
valeur primitive et la valeur finale de la variable indépendante 
peuvent être arbitrairement choisies. 

Dans les applications du Calcul intégral à la Mécanique, à l’Astro- 
nomic, à la Physique mathématique, etc., les fonctions des diverses 
variables auxquidles se réduisent, en vertu des équations différen- 
liidles, les dérivées des inconnues, demeurent ordinairement mono- 
dromes et monogènes par rapport à ces mêmes variables, du moins 
(Mitre certaines limites. Or je démontre que, si cette condition est 
iMMiiplie pour h's valeurs primitives des diverses variables, on pourra 
satisfaire aux équations dilfércntielles données on prenant, pour 
laqiresenter les inconnues, des fonctions de la variable indépendante 
(|ui seront elles-mêmes monodromos et monogènes par rapport à cette 
variable, du moins entre certaines limites. J’y parviens, en effet, à 
l’aide des considérations suivantes. 

Lorsque, dans le voisinage de la valeur primitive attribuée à la- 
variable /, une fonction s de cette variable demeure monodrome et 
moiiogÎMie, du moins entre certaines limites, alors l’accroissement 
de la (‘onction correspondant à un accroissement donné G de la valeur 
primitive de L est, pour une valeur de 0 voisine de zéro, dévclop- 
|)abl(‘, par la formule de Taylor, en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de 0; et la nouvelle valeur qu’acquiert la 
fonction, quand on attribue l’accroissement 0 à la valeur primitive 
de t, peut être exprimée par une exponentielle symbolique. D’ail¬ 
leurs cette exponentielle peut être présentée sous diverses formes, 
dont l’une convient spécialement au cas où s dépend de plusieurs 
variables /, x,y, z, ..., mais se réduit en définitive à une fonction 
de la seule variable l, parce que x, y, z, ... sont elles-mêmes des 
fonctions de t, déterminées par un système d’équations différentielles 
du premier ordre entre les variables x,y, z, ... et t. Or, la fonction .9 
pouvant être l’une quelconque des inconnues x,y, z, ...., on pourra, 

OJi,m-es rfc C. — S. I, t. XII. 
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en opérant comme on vient de le dire, déduire des valeurs primitives 
des diverses variables, et de la valeur finale de i, les valeurs finales des 
inconnues, si ces valeurs finales peuvent être des fonctions mono- 
dromes et monogènes de la variable t. Ajoutons que les valeurs finales 
ainsi obtenues se présenteront sous la forme abrégée d’exponentielles 
symboliques, et qu’elles satisferont certainement aux équations dif¬ 
férentielles proposées tant que le module de raccroissement attribué 
à la valeur primitive de la variable t ne deviendra pas assez considé¬ 
rable pour que les séries, dont ces exponentielles symboliques repré¬ 
senteront les sommes, cessent d’être convergentes. Remarquons d’ail¬ 
leurs que, à l’aide des principes exposés dans le précédent Mé,moir(‘, 
on pourra déterminer une limite au-dessous de laquelle, il sulfira 
d’abaisser ce module pour que la condition énoncée se trouv(! rem¬ 
plie. 

Analysé. 

Des principes exposés dans les précédents Mémoiia^s, on déduil 
immédiatement le théorème suivant : 

TiiÉORùaiE I. — Désignons par les lettres italiques 

.1, t 

deux variables dont la première soit fonction de la seconde, et par les 
lettres romaines 

' , 

des valeurs primitives correspondantes de ces deux rmriables. Posons 
d’ailleurs 

/“.(, + 9 , 

en sorte que. ô représente Vaccroissement qu’il faut faire subir à t pour 
obtenir t. Si s est une fonction monodrome et mono gène de la t'ariable 
indépendante t, dans le voisinage de la valeur primitive t attribuée à 
cette variable, alors, pour un module suffisamment petit de 
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on aura 
(0 

et Von pourra encore présenter Véquation (i) sous la foj'me 

pouîvu que, la lettre d indiquant une différentiation relative à t, on pose 

di — 9 — t~ L 

(Concevons maintenant que s dépende de plusieurs variables 

b • • • Ï 

mais se réduise en définitive à une fonction de la seule variable e, 
pare(^ qu(^ .r, j, . sont des fonctions de t. Admettons encore que 
(•.es fonctions satisfassent à des équations de la forme 

( 5 ) r/x -Z .Vdt, et y :r. Y dt, (tz zzi Z dt, . .., 

A”, Z élan! de nouvclh'.s fondions des variables 






? 


(‘I la Ieltr(î d indiquaïil une différentiation appliquée à Tune de ces 
varial)l(‘s. Soit, d’autre part, t une valeur primitivement attribuée 


a /; nommons 
(*(‘ (}ue d(wi(Min(mt 


X, A, Z, 


(jiiand on y remplac(! l par t, et désignons pur 


s, X, Y, Z, 

<(e (fU(! deviennent 

v, A-, F, Z, 


quand on y remplace l, æ, y, - par t, x, y, z, .... Enfin, suppo¬ 
sons que, pour une valeur de ( suffisamment rapprochée de t, les 
fonctions do t représentées par æ, y, ..., et les fonctions de t, x. 
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r, .s, ... représentées par .Y, Y, Z, ..., demeurent monodromes et 
inonogènes. La formule (.2) continuera de subsister, pourvu que, la 
lettre d indiquant toujours une différentiation relative à t, on consi¬ 
dère X, y, Z, ... comme des fonctions de t, et que l’on pose encore 
après les différentiations effectuées 

D’ailleurs, puisque x, y, z, ..., considérées comme fonctio'ns d(‘ /, 
satisfont aux équations ( 3 ), x, y, z", ..., considérées comme fonc¬ 
tions de t, vérifieront les formules 

(4) dx=:Xdl, d,y = Ydl, dz=rZdl, ...; 

et par suite l’équation 

(5) ds — DiS di.-t-D^s dx-f-Dj s dy H- I),,s dz. 
donnera 

( 6 ) ds=^Vsdl, 

la fonction symbolique Vs étant déterminée par la forinub* 

( 7 ) ' Vsr::(D,-+-XD,4-YD, + ZD,, + ...)S. 

Il y a plus : en remplaçant s par Vs dans la formule (U), on trouvera 

dVs = VV.sdl, 

et l’on aura, par suite, 

d^ s = d Vs dl. =: VVs df^. 

On trouvera de même 

d’s = VVVs du. 


Donc, en écrivant, pour abréger. 



V^s, 

V^s, ..., 

au lieu de 

VVs, 

VVVs, ..., 

on aura 

d^s —V'sdU, 

dH=zV^s.de, 
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ol l’on trouvera généralement, en désignant par n un nombre entit.'r 
([lu'lconque, 

(8) , d".ç—V"sdl". 


(icla posé, la fonction symbolique 


, ds d-s 

C!<' s = s -I-h -- 

I 1.2 


pourra être pi'ésentéo sous la forme 


„„ dl_ dl- 

=; s H-Vs H-V-s +. .., 

I 1.2 


(d, s(îra réduite, quand on remplacera dt par ? — t, à l’expression syni- 
Ixdique 

(.)) Vs+ 

1 ï . 2 


Doni*-, (huis rhypoUiîisc^ admise, l’équation ( 2 ) donnera 

(10) s — 

si, dans cctlc derni(ire formule, s se réduit a l’une des variables x, 
V, ...» on obli(‘ndra la valeur de celte variable sous l’une des 
f<)rnH‘s 


( » «) 


t~~-\ ) V 




y =: e 


{l-i)X y 


-t)vz, 


Kri consé(|U(.MUie, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Tïiéohkmk il — Soient données, entre la variable indépendante t et 
ni inconnues x, y, r-, ..., m équations différentielles de la forme 


,'> ) (Ix À. dt, tiy — Y dt, d^ — Z clt, 


dans lesquelles X, Y, Z, . . 
rial) le s 

t. 


représentent des fondions des ni. 
æ, y, Z, ..., 


va- 


et désignons par s une autre fonction de ces variables. Soient d ailleurs 


i, X, y, Z, 
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des valeurs primilivemenl attribuées aux variables 

t, X, y, s, 

et désignons par 

s, X, Y, Z, ... 

ce que deviennent les fonctions 

S f yï f Jf^ y 9 ... 

quand on y remplace t, x, y, . par t, x, y, z, .... Enfla supposons 
que les fonctions 

s, X, Y, Z, ... 

restent mono drames et mono gènes dans le t)oisinage des 7m leurs L, x, y, 
Z, ...» primitivement attribuées aux variables /, x, y, r-, .... Si l'on 
peut satisfaire aux équations (3) par des tmleurs de .r, y, ..., qaiy se 
réduisant à x, y, pour la valeur t de t, soient dans le 7H)isinage de 

cette valeur fonctions monodromes et mono gènes de t, mv imleurs seront 

pourvu que la lettre caractéristique V placée devant une fonction de t, x, 
y, Z, ... soit définie par la formule 

(^‘•^) V = Di!-!-X -f- Y J) J 4- Z D- -y... ^ 

dans laquelle X, \, Z, ... sont ce que deviennent les fonctions X^ )\ 
Z, ... quand on y remplace l, x, y, z, ... par t, x, y, z, .... Alors 
aussi, en supposant qu’une fonction s des variables 

JS • • • 

7'este monodrome et mono gène dans le voisinage des 7mleurs 

^ X, y, Z, ... 

attribuées à ces variables, et en nommant s ce que devient s pour ces 
mêmes valeurs, on aura, pour une valeur de l voisine de t. 


(lO) 


.9 — V S. 
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Dans l’hypolhèse admise, le second membre de chacune dos for- 
nuiles (lo) et. (ii) représente la somme d’une série convergente; 
l’expression 

C"-‘>Vs 

en particulier représente la somme de la série 


D’ailleurs, en vertu des principes établis dans le précédent Mémoire, 
si l(‘s lonctions de t, x, y, z, ..., représentées par 

(.,^0 ,v, .r. Y, Z, ... 

sont monodromes et monogènes dans le voisinage des valeurs t, x, y, 
Z, ..., primitiv('n)ent attribuées aux variables /, x, y, c-, ..., la 
série ( i 3 ) sera convergente, tant que le module de / — t ne dépas- 
s(;ra [)as une certaine limite supérieure, correspondante à l’une des 
(rois limile.s que nous avons calculées (page Syo) ; et l’on peut ajouter 
(|u’alors l(‘s valeurs de .x, y, z, ..., données par les formules (iij, 
vériti(!ront caudainement les équations ( 3 ). Pour le démontrer, nous 
(•<»mmeiicerous par établir les propositions suivantes ; 

Tiikokkme III. Supposons que les fondions 

A', r, Z, ... 

soie/U monodromes e.l monogènes dans le voisinage des valeurs t, x, y, 
Z, ..., prirnitwemenl allribuées aux variables t, x, y, z, .... et conce¬ 
vons (jue. la lettre caractéristique, d appliquée à une fonction del, t, x, y, 
Z, ..., indique une différentiation relative à la variable t. Alors, n étant 
un nombre entier quelconipie, les valeurs des différentielles 

d’-x, d"'y, d''s, ..., 

tirées des formules (i i)’ réduiront, quand on posera t aux pro¬ 
duits 

V« X dt’\ V'‘y dt”, V" z dY, .... 
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Démonstration, — En effet, comme on aura par exemple, en vertu 
de la première des formules (n), 

f ï .:> ) X - Vx -H - V- X H- , 

’ I 1.2 


il est clair que le coefficient de dV\ dans la valeur de c/'Ct, se réduira 
pour t~i au facteur.multiplié dans le second membre de la for¬ 
mule (i5) par le rapport c’est-à-dire à 


V"x. 

XirÉonÈME n\ — La fonction s étant supposée, ainsi que X, Y, Z., ..., 
monodrome et monogène dans le voisinage des valeurs, t, x, y, z, 
primitivement attribuées aux variables t, x, y, et s étant ce que 

devient s quand on attribue à ces variables leurs valeurs primitives, si Von 
substitue à x, y, , dans la fonction s, les seconds membres des for¬ 

mules (i i)r cette fonction diffèrentièe par rapport à t fournira une diffé¬ 
rentielle ds qui se réduira au produit 

Vs dt. 

Démonstration. — En effet, on aura, dans riiypothése admise, 

( 16 ) ds dt ï)yS dx ~\- Dy s dy -+■ D - .9 1 /;: + . . . . 

D’ailleurs, pour^— t, les différentielles 

dx,' dy, dz, 

se réduiront, en vertu du théorème II, aux produits 
■ Vx dt, Vy dt, Vz dt, .. ., 
par conséquent, aux produits 

\.dt, Ydt, 7.dt, . . 

tandis que les diverses dérivées de ^ relatives aux variables t, x, y, 
Z, ..., savoir 

l)/5, D^.9, Dy.9, D-5, 
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se réduiront aux diverses dérivées de s relatives à t, x, y, z, ..., c’est- 
à-dire à 

DiS, DxS, DyS, DzS, .... 

Donc, pour z = t, la différentielle ds se réduira au produit 

(DtS h-XDxS -i-YDyS -hZDzS-{-*. dt 

qui peut être présenté sous la forme 

Vs dt. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 
si Von désigne par 

U, V, (T% 

divers facteurs dont chacun soit ou une différentielle de x, ou de y, ou 
de Z, ..., relative à t, cette différentielle pouvant d'ailleurs être d'uh 
ordre quelconque, ou bien encore une fonction donnée d'une ou de plu¬ 
sieurs des t)ariahles t, x, y, z, ... ; alors, en considérant x, y, z, ... 
comme des fonctions de t déterminées par les formules (i i), et nommant 


ce que deviennent 


U, V, w, 
U, r, w’, 


quand on réduit t à t, on aura, pour = t, 

d ( itvw ... ) := V ( Uvw... ) 


Démonstration, —- En effet, on aura identiquement, d’une part, 



d{uvvv. ..) = uvw .. 

(du 

dv 

dw 

Vl) 

•U-" 

— _l_ 

V 


d’autre part, 

V(uvw. ..) = uvw... 

/Va 

Vv 

■Vw 

(i8) 


- _l_ 

v 

w 


On aura, par exemple, si les facteurs se réduisent à deux, d’une part, 


d’autre part, 


d{uv) udv V du, 


V(UV) =: U VV4-V Vu. 
S.I, t.XII. 
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Gela posé, comme en vertu des théorèmes III et IV les différentielles 

du, dv, dw, ... 

se réduiront, pour t — i, aux produits 

Vu dt, Vv dt, Vwdt, 

il est clair qu’en prenantï = ton réduira l’expression (17) au produit 
de l’expression (18) par la différentielle di. 

Corollaire. — Concevons maintenant que l’on représente par^, non 
plus le produit mw ..., mais une somme de produits de cette espèce, 
et par s ce que dévient s quand on pose i = t. Le théorème V, étant 
applicable à chacun des produits dont l’addition fournira la somme .v, 
pourra être appliqué à cette somme elle-même, fin consé([uence, la 
différentielle 

ch 


se réduira, pour / = t, au produit 


D’ailleurs la différentielle 

ds. 


déterminée par l’équation (16), et les différentielles 

d'^s, d^s, 

déterminées par des équations du même genre, sont précisément de 
la forme ici indiquée par la lettre Donc, puisque ds .se réduit, 
pour Z = t, au produit Vsdt, la différentielle du second ordre d-s se 
réduira, pour z = t, au produit 

V{Vs dt) dt dC-\ 

par suite aussi, la différentielle du troisième ordre (Cs se réduira, 
pour Z = t, au produit 

^ {y^%dt-) dt:=:i^^<üdt^, 

etl on pourra énoncer généralement la proposition suivante : 
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Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 
si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, la différentielle d"s 
se réduira, pour t ~i, au produit 

Du théorème I joint au théorème VI, on déduit immédiatement 
celui que nous allons énoncer : 

Théorème VII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème IV, lorsqu on substituera dans s, à la place de x, y, z-, les 
seconds membres des formules (ii), on trouvera, pour une valeur de t 
suffisamment rapprochée de t, 

(lo) 

Corollaire. — Si, dans la formule (lo), on prend successivement 
pour s les diverses fonctions 

A-, F, Z, ..., 

on obtiendra les formules 

( 19 ) X=::e<'-O^X, F=re('-‘)’Y, 

D’ailleurs la première des formules (i. i), ou, ce qui revient au même, 
l’équation (i 5 ) donne 

- Vx + — V^x + V^x +... 

1 1.2 

OU, ce qui revient au même, 

= ^ VX + V^X +... = e»-')’X. 

1 1.2 

Donc, eu égard à la première des formules (19). on aura 

Dtxz=J', 

et l’on se trouvera ainsi ramené à la première des équations ( 3 ). On 
pourra pareillement, de la seconde ou de la troisième, ... des for¬ 
mules (ii)> déduire la seconde ou la troisième,. •• des équations ( 3 ), 
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et l’on arrivéra ainsi définitivement au théorème que nous allons 

énoncer : 

Théorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo¬ 
rème IV, les valeurs de x, y, z, ... données par les formules (i i) véri¬ 
fieront les équations (3). 

En vertu du théorème VIII, si l’on- applique l’intégration définie 
aux équations (3), en assujettissant les inconnues x, y, z, ... à 
prendre pour z = t les valeurs particulières x, y, z, ..., les intégrales 
que l’on obtiendra, et qui détermineront les valeurs générales des 
inconnues quand t sera peu différent de t, seront précisément h's 
formules (n). Ajoutons que les valeurs de x, y, z, ... données par 
ces formules continueront de représenter les intégrales dont il s’agi( 
et de vérifier les équations (3) tant que le module de la difrérenc(' 
z — t ne deviendra pas assez considérable pour que les séries dont tes 
seconds membres des formules (8) représentent les sommes cessent 
d’être convergentes. 

Si l’on considère la valeur de ^ fournie parla formule (i.o), ou, ce 
qui revient au même, par la suivante 

( 20 ) J =r S +Vs H-S H-. . . , ■ 

I 1.2 

non plus comme une fonction de z, mais comme une fonction de 
t, X, y, z, ..., cette fonction vérifiera évidemment la condition 
(31) VS=0, 

c’est-à-dire l’équation aux dérivéès partielles 

( 33 ) Di^-i-XD ^-t-Y Dyi -h Z Dji -t--.. — O. 

D ailleurs la différentielle totale de s considérée comme fonction de 
t, X, y, ... sera 

(33) di = DtS dt ■+- DxS dx -t- Dy^ dy -+■ D^s dz h- .. .. 

Donc, eu égard à l’équation ( 22 ), cette différentielle pourra être 
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réduite à la forme 

( 24 ) di = Dxs(dx — X dt) + DyS(dy — Y dt) -hDzstdz — Z dt) +_ 

La formule (24) fournit du théorème VIII une seconde démonstra- 
tion qui est moins directe que la première, mais pourtant digne d’at¬ 
tention, et que nous allons indiquer en peu de mots. 

L’intégration définie des équations ( 3 ), qui sont du premier ordre 
par rapport aux variables 

consiste à déduire d’un système de valeurs simultanément attribuées 
à ces variables un autre système de valeurs correspondantes de ces 
mêmes variables. Supposons le premier système exprimé à l’aide dos 
lettres romaines 

l, X, y, Z, ..., 

et le second à l’aide des lettres italiques 

• L y, -, — 

Si l’on donne, non plus le premier système, mais le second, alors 
/, X, y, Z, ... devront être supposées constantes, et t, x, y, z, ..., 
devenues variables, devront vérifier non les équations ( 3 ), mais les 
équations ( 4 ). Donc, pour effectuer l’intégration définie, on devra ou 
intégrer les équations ( 3 ) entre i, x,y, z, ..., supposées variables, 
(le manière que, pour ü = t, on ait 

x — x, y^j, - = 2:, 

ou intégrer les équations (4) entre t, x, y, z, ..., supposées variables, 
de, manière que, pour t = L on ait 

x = x, y = /, z = r, 

Dans la dernière hypothèse, t, x,"y, z, ... étant regardées comme 
constantes, on devra aussi considérer comme constante une fonction ^ 

de i,x, y, z, _Donc l’équation (24), à laquelle satisfait la valeur 

de ÿ déduite des formules (ii) fournies par l’intégration définie des 
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équations ( 3 ), devra se vérifier, en même temps que les équations ( 4 ), 

si l’on y suppose s constante, et par suite 

( 25 ) dsrrO. 

Or, effectivement, cette supposition réduit la formule (24) à la sui¬ 
vante : 

(26) D,5(dx - X dt) -f- DyiCdy - Ydt) + D.s(dz _ Zdt) H-... = 0, 

qu’entraînent avec elles les équations (4)- H y a plus : on établira 
sans peine la proposition suivante : 

Théorème IX; — Si l’on veut intégrer les équations ( 4 ), sont du 
premier ordre entre les variables t, x, y, z, ..., de manière que, pour une 
valeur donnée t de la variable indépendante t, les inconnues x, y, z, ... 
acquièrent elles-mêmes des valeurs données x, y, z, ..,, et vérifient en 
conséquence les conditions 

x=:a;, 'S=y, ï — z, 

il suffira d’assujettir t, x, y, z, ..., considérées comme variables, à véri¬ 
fier les formules (i i)- 

Démonstration. — Effectivement, si dans les formules (ii) on sup¬ 
pose t, X, y, z, ... variables et t, x,y, z, ... constantes, on aura 

(27) d^: —O, dy = o, d5 = o, .... 

Mais ici les valeurs de dx, dy, ds, ... étant celles que déterminent 
les formules (ii), il suffira, pour les obtenir, de remplacer successi¬ 
vement dans l’équation (24) la lettre s par les lettres x, y, z, .... 
Donc les équations (27) donneront 

( Dxd?(dx — Xdt) -hDyÆ:(dy — Ydl) D,aî{dz — Z dt) -h.. , = o, 

(^28) ' X dl) H-Dj j'tdy — Y dt)-H Dzjy (dz — Zdt) h-. . . = 0, 

I D^s (dx - X dt) H- D,5 (dy - Y dl) -i- D,æ (dz — Z dt) o, 

' . . 

et l’on en conclura 

(29) K(dx-Xdt) = o, K(dy-Ydt)=:o, K(dz —Zdt) = o, 
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K étant la résultante analytique des termes compris dans le Tableau 

Ry^, Rjj^j •••) ' 

R^r> Rï 7> Rzy, ..., 

Rx^, Ry-S) Rz-", • • • > 

* • • ) •* * î • ••î .... 

Or cett(^ riisultante, qui se réduit à l’unité quand on pose 

t = t, 

conscirvera par suite, pour une valeur de t voisine de t, une valeur 
tiiiie distincte de zéro. Donc les formules (29) se réduisent aux équa¬ 
tions (/i), ((lie vérifieront les valeurs de x, y, z, ... tirées des for- 
imiles (il). 

Le iheorèine IX étant ainsi démontré, il suffira, pour revenir au 
(héorinne Vlll, d’observer que, dans l’intégration définie d’équations 
dillérenli(dles du jireinier ordre, on peut à volonté prendre pour 
nqirésentiir ou li's valeurs primitives, ou les valeurs finales des 
inconnues, l’un quelconque des deux systèmes de quantités qui se 
déduisent l’un de l’autre îi l’aide de ces équations diflércntielles. 


572. 

.M.vTiiéM.vïioiiES. —- Observations de M. Auc,üstin Caochv sur une Note 
imbliée dans le dompte rendu de la dernière séance par M. Catalax. 

(;. R., T. XLIIt, p. Cnj (ag septembre i856). 

Les conditions que l’auteur de la Note présente sous le titre Nou¬ 
velles règles de convergence , et qu’il dit lui-même avoir tirées d’un 
théorème énoncé par M. Bertrand dans le Tome VII du Journal de 
M. Liouville, peuvent être réduites à la proposition suivante : 

Tiiéouème I. — Soit u„ le terme général, supposé réel et positif, de la 
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séî'ie 

(l) Wp, Uij 11%^ • • • î 

cette série sera convergente si est de l’une des formes 

. , 

«(1/1)*+*’ /I 1//(1 1//)'+* 

k étant positif, et A„ s’approchant indéfiniment, pour des valeurs crois¬ 
santes de n, d’une limite finie A. 

Ce théorème et le théorème cité de M. Bertrand peuvent être évi¬ 
demment remplacés par la proposition suivante : 

Théorème IL — Si, N étant l’un des rapports 
\{nu„) \{n\n.u„) 

(i) -—, —j-J -Pj---> 

^ ' n 1 /i 11/» 

N s’approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, d’une cer¬ 
taine limite h, la série dont le terme général est u^ sera convergente 
quand h sera négatif, divergente quand h sera positif 

D’ailleurs, dans un Mémoire que renferme le Journal de M. Crelle 
(Tome XLII, année i 85 i), M. Paucker observe que le théorème II et 
une règle de M. de Morgan, avec laquelle ce théorème s’accorde, sont 
une conséquence très simple d’un théorème général sur la convergence des 
séries que M. Cauchy a donné depuis longtemps dans son Analyse algé¬ 
brique. 

Effectivement, la limite vers laquelle converge la première des 
expressions ( 3 ), pour des valeurs croissantes de n, n’est autre chose 
que le logarithme du module de la série (i). Or, en vertu du théorème 
énoncé à la page i 32 de VAnalyse algébrique f'), publiée en 1821, et 
reproduit à la page 388 du IIP Volume des Exercices d’Analyse et de 
Physique mathématique {^), la série (i) sera convergente si son module 

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. lai. 

OEuvres de Cauchy, S. II, T. XIR. ' ' 
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est inférieur à Vunité, ou, en d’autres termes, si le logarithme de ce mo¬ 
dule est négatif; divergente, si le même module est supérieur à V unité, 
ou, en d’autres termes, si le logarithme de ce module est positif. 

D’autre part, en vertu du théorème énoncé à la page i 35 de VAna¬ 
lyse algébrique, si, u„ étant positif et < u,,, on prend 

(4) 2" (t’„--2" 

les séries qui auront pour termes généraux les quantités 

( '^ ) e,1, v„, , . , 

seront en même temps convergentes ou divergentes; et, en vertu de 
la ])remière des équations (4), le module de la série dont v„ est le 
tc'.rmo général sera précisément le produit de la quantité positive I2 
par la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes 
d(^ n, la seconde des expressions ( 3 ). Donc la série dont u„ est le 
t(;rme général sera convergente quand cette limite sera négative, 
div(U'gcnt(^ quand (die sera positive. En continuant ainsi, on recon¬ 
naîtra immédiatement dans tous les cas l’exactitude de l’assertion 
émise parJVI. Paue.kc'r. 

Au rest((, le théori'me I (‘st une conséquence immédiate des propo¬ 
sitions générales, établies dans le second Volume des Exercices de 
Mathématiques (page tvii, année 1827), spécialement du théorème 
énoncé à la page 22G ('), et c’est effectivement de ce dernier théo¬ 
rème que M. Ihu’trand a déduit la proposition avec laquelle coïncid(! 
h; théorème 11, (“ii faisant voir que, si l’on pose 

/.• =: I —- /i = 1 im ( 1 — A^) 

( les valeurs de A, N étant celles qui ont été indiquées), la série dont u„ 
('st le terme général sera convergente ou divergente suivant que la 
limite k sera supérieure ou inférieure à l’unité. Ainsi, par exemple, 

( ‘ ) OEuvres de Cauc/if, S. II, T. VII, p. *272 et 273. 

OEiivres de C. — S. ï, l. XII. 
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si N est la seconde des expressions ( 3 ), k sera la limite de 



et l’on se trouvera iininédiatemcnt ramené au théorème énoncé à la 
page 187 de VA/iafyse algébrüfue ('). 


573 . 

.Mécaxique AN.vrvTiQüE. — Remarques faites à propos des observations 

présentées par M. Joseph Bertram) (■) sur un Mémoire de M. Ostro- 

GRADSKI. 

C. R., T. XLIII, p. 1066 (8 décembre, iSÿR). 

Comme vient de me le rappeler un de nos confrères, M. de Senar- 
mont, et comme le constatent les notes qu’il a prises (ni suivant ;i 
l’Ecole Polytechnique les cours que j’y faisais on 1828, j’avais traité 
moi-même à cette époque la question relative à la perte de forces vives 

I ^ ) CEuvres de Cauchy, S. II, T. JII, p. r.>.5. 

C^) Ohsereatioiis de M, Bertrand. — M. Ostrogradski a publié on i 85 .| uii Ménioin^. 
sur les changements brusques de vitesse dans les systèmes en niouvimient. J’ai ou eon- 
naissance aujourd’hui seulement de ce nouveau travail, et je crois devoir faire, rtmianpier 
que le'savant géomètre de Saint-Pétersbourg s’est rencontré sans le savoir aveclM. Sturm 
pour runc des propositions qui s’y trouvent démontrées. J\I. Ostrogradski examine en 
effet la diminution de forces vives qu’éprouve un système quelconque lorsqu’on y intro¬ 
duit brusquement des liaisons nouvelles, et il prouve que cette diminution est égale firé- 
cisément à la somme des forces vives dues aux vitesses perdues par chaque })oint du 
système. Or ce théorème, analogue au principe bien connu de Carnot, mais plus général 
et surtout beaucoup plus net, a été présenté précisément sous la môme forme par 
M. Sturm; on peut consultera ce sujet un Mémoire sur quelques propositions de Méca¬ 
nique rationnelle, dont l’extrait a été imprimé dans les Comptes rendus de iHji, second 
semestre, page io46. M. Sturm énonce précisément, et sous la meme forme, la jiroposi- 
tion à laquelle a été récemment conduit M. Ostrogradski. La démonstration n’est pas 
insérée dans les Comptes rendus de i 84 i; mais sans aucun doute elle se trouve dans les 
papiers laissés par M. Sturm, et il serait désirable qu’elle fût publiée avec celle de plu¬ 
sieurs autres propositions remarquables annoncées au meme endroit. 
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(hiii.s Mil syst(>m(i do poiiils aiatoriols dont les vitesses varient brusqiio- 
nu'iit. C’est aussi à ce sujet que se rapporte un article qui a pour 
tilri' : Sur tin nouveau principe de Mécanique, et qui a été inséré dans 
le liallelin do borussac do iH2() ( ' ). A la vérité, les énoncés des théo- 
rèiuos donnés par inoi-inémc dans les années 1828, 1829, et par 
■M. Sturin (mi 18/11, dilleront quant aux conditions qu’ils supposent 
r(>inplios, et il on résulte qu’au premier abord ces théorèmes pa- 
raissiMit. (Mitii'romont distincts. Mais il n’est pas sans intérêt de les 
rapprocluM- l’un do l’aulro, (d de voir comment le second peut êtn' 
dmliiil du proiniei'. ti’est ce qui' j’expliquerai dans un prochain ar¬ 
ticle. 


574 . 

.Mia Noie sur les variations brusques de vitesses 

dans un syslè/^ie de points matériels. 

U., T. XLllI, {)'. I r >7 tlcctînibre i85()}- 

Dans {\i\ iMérrioiia» (|U(‘ j’ai In à l’Académie le ‘M juillet 1828, 
vi <jU(‘ lamlecnie 1 (‘ lUillelüi des Sciences malhémaUques publié par 
.\i. de l’érussac ('ronii' .\ll, année 1829, page 119), j’ai donné les 
(leux théori‘UU‘S suivants : 

'rm’amK.MK 1. — ijorsque dans un système de points matériels les vitesses 
varient brusquement en vertu d'actions moléculaires développées par les 
chocs de quelques parties du système, la somme des moments virtuels des 
quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le choc est nulle 
touti'S les fois que l'on considèi'e un mouvement lartuel dans lequel les 
vitesses de deux molécules qui réagissent l'une sur l'autre sont égales 
e/itre elles. 


t 1 ) OEinves de Cauchy, S. Il, T. If. 
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Théorème II. — S'il arrive que, après le choc tout point matériel qui 
a exercé une action moléculaire sur un autre point se réunisse à ce dei- 
nier, le principe que nous venons d énoncer J'ournira toutes les eqnations 
nécessaires pour déterminer, après le choc, le mouvement de toutes les 
molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. Dans 
le même cas, l’une de ces équations, savoir celle qu’on obtient en faisant 
coïncider les vitesses virtuelles avec les vitesses effectives après le choc, 
exprimera que la perte de forces vives est la somme des forces vives dues 
aux vitesses perdues. 

Les vitesses virtuelles qui, dans l’énoncé du preïnier théorème, 
sont supposées égales entre elles, sont évidemment les vitesses don! 
il est question à la page ii8, c’est-à-dire les vitesses virtuelles des 
molécules projetées sur les directions des forces. C’est aussi ce qm' 
montrent les applications faites du premier théorème (i>ages 120 
et 121). 

Les deux théorèmes que je viens de rappeler sont immédiateimml 
déduits, dans le Mémoire cité, de l’équation générale qu’on ohtieni 
quand on égale entre elles les deux sommes do moments virtuels, 
relatives aux deux systèmes de forces motrices que l’on considèri' 
en Dynamique, savoir, au système des forces motrices appli({uées 
aux divers points, et au système de celles qui seraient capables d(‘ 
produire les mouvements: observés, si ces points étaient libres et 
indépendants les uns des autres. J’observe que, à proprement parler, 
les vitesses ne varient jamais brusquement; ce qu’on a quelquefois 
nommé un changement brusque de direction ou d’intensité dans les 
vitesses n’étant autre chose qu’un changement survenu dans l’inter¬ 
valle de temps compris entre deux époques très rapprochées l’une d(‘ 
l’autre. 

Une intégration relative au temps, effectuée entre ces deux époques, 
introduit dans le calcul à la place de la somme des moments virtuels 
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés, 
la somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises 
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ou perdues dans 1 instant dont il s’agit, et à la place des moments vir¬ 
tuels des forces appliquées, une intégrale du genre de celles que j’ai 
nommées intégrales singulières, cette intégrale étant pour l’ordinaire 
sensiblement distincte de zéro, quoique prise entre deux-limites très 
voisines. C’est ainsi que j’ai obtenu, dans le Mémoire cité, l’équa¬ 
tion ( 3 ) qui, dans le cas où l’intégrale singulière est nulle, se réduit 
à l’équation (4), c’est-à-dire à une équation qui exprime que la 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises ou 
perdues s’évanouit. B’aillcurs l’intégrale singulière peut être décom¬ 
posée en plusieurs termes relatifs, les uns à des forces finies, telles 
que les attractions ou répulsions provenant de corps étrangers au 
système que l’on considère; les autres à des forces très considé¬ 
rables, telles que les forces moléculaires développées par des chocs : 
et les termes de la seconde espèce sont évidemment les seuls dont 
on doit tenir compte. Or ces termes disparaissent sous là condition 
énoncée dans le premier théorème : donc, sous cette condition, la 
somme des moments virtuels des quantités de mouvement acquises 
ou perdues pendant le choc s’évanouira, et l’on pourra poser l’équa¬ 
tion ( 4 ) qui entraîne avec elle le théorème II. 

Imrsque le syst(îm(^ donné de points matériels se réduit à une ma- 
chim; dans laquelle les mouvements des pièces sont obligés et soli¬ 
daires, on est ramené j)ar les considérations précédentes aux résultats 
énoncés par M. Poncelet dans le Bulletin des Sciences de 1829, p. 332 , 
(it dans son Cours de Mécanique appliquée aux machines. 

Ajoutons encore une remarque qui n’est pas sans intérêt. On sait 
qu(ï, à dos liaisons établies entre dos points matériels, on peut substi¬ 
tuer les résistances qu’elles opposent aux mouvements de ces points. 
Donc si, au moment du choc, de nouvelles liaisons sont établies entre 
ces mêmes points, on pourra en faire abstraction et poser encore 
l’équation ( 3 ), pourvu que l’on introduise dans l’intégrale singulière 
qu’elh', renferme les résistances dont il s’agit. Alors aussi la réduction 
de cette intégrale à zéro sera toujours la condition nécessaire pour 
que l’on retrouve l’équation ( 4 ). C’est donc sous cette condition 
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seulement que pourra subsister le théorème énoncé par M. Sturm 
en 1841. savoir que la perle des forces vices dans un système de points 
entre lesquels on établit de nouvelles liaisons est la somme des forces l'ives 
dues aux vitesses perdues ( ' ). 

Dire que deux molécules se réunissent après le choc, c’est dire 
qu’elles sont alors invariablement liées Tune à l’autre. Donc la d(u‘- 
nière partie du second théorème présente un des cas dans lesquels se 
vérifie le théorème énoncé par M. Sturm. 


575 . 

Observations sur la Note insérée par M. C.vuchy dans le Compte ri'udu 
de la dernière séance; par M. Duuamki.. 

C. R., T. XLIIÏ, p. i [65 (29 dccombrc f85{>). 

M. Cauchy a rappelé dans la dernière séance des tliéorèines dont il a donné 
la démonstration dans le Bulletin de Férussac, de mais, dans la No((i 

qu'il a insérée à ce sujet dans le Compte rendu, il s’esî {jjlissé (pndques pas¬ 
sages inexacts que je crois devoir rectifier. 

L’énoncé du premier théorème suppose que deux molécules ([ui se soiil 
choquées ont acquis des vitesses égales; et, par les dévelo[)ï)ements qui j)ré- 
cèdent et qui suivent, dans le Mémoire de l’auteur, il est clair qu’il (ml(‘nd 
expressément que ces vitesses ont la meme valeur et la mèm(‘ diriuqion. 
Cependant, dans le Compte rendu, il dit qu’il faut entendre que ce soni sim¬ 
plement leurs projections sur la normale commune aux deux sur(‘ac(‘s cm 
contact, qui sont égales. 

Celle interprétation étendrait beaucoup le lliéorèmc' de M. Caucli.N, el 
m enlèverait une partie de celui que j’ai démontré dans une Note pré.sciilé<' 
à l’Académie, le 29 octobre i 832 , et imprimée en iSSo dams le .tournai de 
C Ecole Polytechnique, 

Pour justifier cette interprétation, M. Caucby renvoie à la f)ap;e m 8 du 
Bulletin. Je n’ai rien trouvé dans cette page qui ait rapport à ce |)oial; mais 
à la page ng je trouve cette phrase : 

(*) Voir le Tome XIII dos Comptes rendus, page io4(). 
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(( Or, dans celle dernière somme, les seules forces qui auront des valeurs 
très considérables, seront les forces moléculaires développées par les chocs, 
cl elles disparaîtront de la somme dont il s’agil, si le mouvement virtuel est 
tellement choisi, que deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre offrent 
des vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que cette condition soit rem¬ 
plie. ... 11 en résulte qu’on peut énoncer généralement la proposition sui¬ 
vante. » 

Cette proposition est le théorème I du Compte rendu. 

A la page 120 je trouve cette autre phrase : 

(f Ajoulons que les termes relatifs à ces forces moléculaires disparaîtront 
si le mouvement virtuel est tellement choisi, que deux molécules, qui réa¬ 
gissent Tune sur l’autre, aient des vitesses virtuelles égales et parallèles. » 

11 est donc évident que M. Cauchy n’entendait alors son théorème comme 
applicable qu’au cas où les points où s’est exercé le choc ont acquis des 
vitesses égales et parallèles, ("’est pour cela que. j’avais jugé à propos de 
r(q)rendre la meme question, en considérant le cas le plus général du choc 
fies corps mous, celui ofi la compression cesse au moment précis où les com¬ 
posantes normales.des jioints en contact sont devenues égales et de même 
sons. Les composantes tangcntielles, ajirès le choc, peuvent d’ailleurs être 
très différentes, el les cor])s se sépariu*. 

\insi, (*omme l’a dit avfui raison M. Bertrand, j’ai démontré le théorème 
de Ca 1*0 01 dans un cas plus général que M. ('auchy; et rinexaclitude de la 
Note (b^ notre honorabb^ (‘onlVère ne ])Cfit tenir qu’a une inadvertance qu’il 
s’(‘inpr(‘ssera sans doute (l(‘ reconnaître. théorème énoncé par 

\l. Sturm, et qui a ainené ccUte discussion, je me propose de ffiire à ce 
suj(q< une Communication spéciale à l’Académifn 


Réponse de M, (Lvuciiy. 

Notre honorable confrère me trouvera toujours disposé à lui rendre 
justict', et comprendra sans peine comment nous avons pu n’être j3as 
(Mitièremcnt d’accord sur rétendu(‘. de deux théorèmes énoncés dans 
le Mémoire que j’ai lu à rAcadémie le 21 juillet 1828. Ayant relu 
(‘0 Mémoire, sans connaître le sien, i’y ai trouvé quelques expres¬ 
sions qui, n’étant jias assez précises, avaient besoin d’être inter¬ 
prétées ou meme corrigées; j’ai reconnu que, à la page it 8, le mot 
projelé devait être complété par un e muet, et appliqué, non à un 
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point, mais à une vitesse; et pour que les applications laites de la 
formule (4) à la page 121 subsistassent sous la seule condition 
énoncée en cet endroit, savoir que les distances entre les molécules 
fussent invariables, il était nécessaire qu’à la page 120, comme dans 
le principe général de Dynamique rappelé à la page 118, à la place 
de ces mots, les vitesses, on lût les vitesses projetées. Quoi qu’il en soit 
de ces remarques, je ne fais nulle difficulté de reconnaître que notre 
confrère a pu légitimement attribuer le sens qu’il indique aux deux 
passages qu’il a cités. Mais il reconnaîtra certainement à son toni¬ 
que le théorème énoncé par lui avec précision se déduit, comme 
les deux miens, de la fox-mule (3) de la page 120 de mon Mémoiri-, 
et que, pour obtenir la formule (4), à l’aide de laquelle on peut 
les exprimer tous trois, par conséquent aussi, pour obtenir l’éifua- 
tion (i3), qui n’est qu’une ti-ansformation de l’équation (4), il sulïit 
de se placer dans des conditions telles, que l’intégrale singulière 
comprise dans la formule (4) s’évanouisse. Or c’est ce qui aura 
lieu, dans le choc des corps, pour un mouvement virtuel donné, 
si ce mouvement est tel, que la somme des moments virtuels des forces 
moléculaires développées par le choc se réduise à zéro (' ). 

( ^ ) Pour la suite de cette polémique, voir, dans le Tome XtiV des Comptes rendus, 
les articles suivants : 

Observations faites par M, Duhamel au sujet d'un théorème de Mécanique ( p. .'> ) ; 

Réponse de M. Augustin Cauchy aiuc dernières observations de M. Duhamel ( p. So): 

Réplique de M. Duhamel (p. 8i); 

Observations générales sur la question relative au choc, par ]\I. Poîvcelet (p. 

Observations de M. IMorin (p. 89); 

Sur quelques pi'opositions de Mécanique rationnelle, par iM. Au(;ustin Cauciiv { p. loi). 
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576 . 

Théorie oes nombres. — Recherches nouvelles sur la théorie des'nombres. 

C. K., T. XLIV, p. 77 (19 janvier 1857). 

Trois Mémoii'cs que j’ai présentés à l’Académie, le 2 féyrier 1824, 
puis le 3 i mai (') et le 5 juillet i 83 o, renferment sur la théorie des 
nombres, spécialement sur les communs diviseurs des polynômes à 
eoelRcienls entiers, sur les rapports qui existent entre les équations 
et les équivalences ou congruences, sur l’usage que l’on peut faire 
des nombres figurés et des nombres de Bernoulli, soit pour résoudre 
(les équations du second degré en nombres entiers, soit pour déter¬ 
miner le nombre des résidus quadratiques, enfin sur la détormina- 
lion des racines primitives des nombres premiers, divers théorèmes 
<|ui ont paru dignes d’attention. De ces trois Mémoires, paraphés, le 
pr(’ini(‘r par M. Eouricr, le second par M. Cuvier, le troisième par 
M. Arago, un seul, le second, a été publié dans le Tome XVII des 
Mémoires de VAcadémie. Parmi les propositions que renferme le pre- 
mi(‘r Mémoire, l’une détermine un nombre entier que doit toujours 
div'is(‘r le plus grand commun diviseur de deux polynômes à coef- 
lieients entiers; et, dans le cas où, le coefficient de la plus haute 
puissance do la variable dans le premier polynôme étant l’unité, le 
sc'cond jiolynômc est la dérivée du premier, cette proposition assigne 
au nombre entier q-uc doit diviser tout diviseur entier des deux poly¬ 
nômes une valeur égale, au signe près, au produit des carrés des 
dilï'érenccs entre les racines de l’équation que l’on forme en égalant 
le premier polynôme à zéro. De cette proposition, que j’ai reproduite 
dans le premier Volume des Exercices de Mathématiques (-), se tirent, 
comme on peut le voir dans le premier Volume et dans le quatrième, 
un grand nombre de conséquences qui intéressent la théorie des 

(1 ) OEui^res de Cauchy, S. I, T. III. 

(-) (JE cadres de Cauchy, S. Il, T. VI. 

OKuurvs de €• — S. T, l. XII. 
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nombres. J’ajoute que, de cette même proposition combinée av(‘(* 1(‘ 
théorème de Fermât, suivant lequel tout nombre premier p divise, 
la différlance on peut immédiatement déduire le théorème 

général dont voici l’énoncé : 

Théorème. — Soient 
p, q deux nombres premiers; 

0 une racine primitme de l'équation 

(i) 

ou, ce qui retient au même, une racine de 

(i) 1 + 6 -h 9--h6t’~' = O, 

et 0 une fonction entière de 0, à coefficients entiers, toujours èvidenmienl 
réductible, en vertu de la formule (2), au degré p — 2. Soit encore n le 
nombre des valeurs distinctes que la fonction © peut acquérir, quand on 
remplace la racine primitive G par une autre ; nommons 

0., 0,., 0„ 

ces valeurs de Q, et posons 

(3) f(a;) = (a; — 0,) (jr — @ 2 ). . .(.r — 0„); 

enfin soit H le produit des carrés des différences entre les quantités 0,, 
©2, ..., 0„, déterminé par la formule 

(O H = (-1)' ^ 'r(0,) f'(0o... f'(0„ ). 

Si q est supérieur à n, premier à H, et diviseur ( ' ) du binôme 

(5) 0'?~0, 

l’équivalence du degré n 

(®) f(a?) = o (mod.//) 

aura n racines inégales et distinctes. 

(*) Le binôme e?—0 est une fonction entière de 0 à coefficients entiers, el « est 
nomme divismr de cette fonction, lorsqu’il divise tous les coefficients dans cotte fonction 
réduite au degré p — *2. 



EXTRAIT îs» 576. 


4ü3 


Démonstration. — Si l’on pose 

9 (a?, § ) = (.:£ — 0) ( — I — . (a.' — g- + 1 — 0), 

on aura, clans l’hypothèse admise, pour toute valeur entière de x, 

ffl(x, ®)= qQ , 

Q désignant une fonction entière de ô à coefficients entiers. Cela 
posé, l’équation identique 

donnera 


(7) f(j?) f(.-e — i).. . f(x — ly-t-i)—= O (mod.c/"). 

Si, dans la formule (7), on remplace x par x •+• /cq, k ôtant un nombre 
])remier à q, et si l’on pose, pour abréger, 

[ {^X kq^ zzz P (), 

on aura encore 

(8) F(.r ) F(,r-— i)... F(a' —17-+-1 ) ^^-<> (mod.y"). 

Cela posé, l’équivalence 

( 9 ) O (iiiod. (/) 

admettra évidemment une ou plusieurs racines, et le nombre des 
racines distinctes de cotte équivalence sera le nombre des facteurs 
qui, dans chacun des produits 

(10) l'(^) I'(.r 4 -i)... {{x — q 

(i i) F(.:r) F(.^' H- i)... F(a; — <7 -I- j), 

seront divisibles par q. D’ailleurs q, n’étant pas diviseur de H, m* 
pourra être diviseur commun de t'(x) et de ('(x). Donc, si f(x) est 
divisible par q-, le polynôme 

F(a;) rr f(a?) -h kq î'{x) + ... 
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Mi 

sera, comme le produit 

kq 

divisible par g seulement. De plus, si f(Æ;) est premier à g, on pourra 
en dire autant de Y{æ). Enfin, si f(ic) est divisible une seule fois 
par g, une seule valeur de k, prise dans la suite 

I, 2, 3, ..., rj — i 

rendra la somme 


divisible par et F(a;) divisible par g-; et, pour toute autre valeur 
de k prise dans la même suite, F(a;) sera divisible par g seulement. 

Des remarques semblables s’appliquant à chacun des facteurs du 
produit (il), si l’on prend successivement pour k les divers termes 
de la suite 

I, 2, 3, ..., q—u 

le nombre des valeurs de k pour lesquelles un des facteurs du pro¬ 
duit (il) sera divisible par g- ne poui’ra surpasser le nombre des 
racines distinctes de l’équivalence (9). Soit l ce dernier nombre, 
qui ne pourra surpasser n. On aura nécessaii'cment l=a. Car, si / 
était inférieur à n, alors la condition g'^n entraînerait la suivante 
g — l’, et, parmi les valeurs 

I, 2 , 3, ..., 7 — 1 

successivement attribuées au nombre k, il y en aurait au moins uiu' 
qui, en rendant divisible une seule fois par g chacun des facteurs du 
produit (11) correspondants aux diverses racines de la formule (6), 
rendrait ce même produit divisible l fois seulement par g, tandis que, 
en vertu de la formule (8), il devrait être divisible par g'‘ et non pas 
seulement par ÿC 

Corollaire. — Du théorème de Fermât, l’appelé à la page 402, il 
résulte que le nombre premier g est effectivement un diviseur du 
binôme 


0Î-0 
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lorsque, n étant diviseur àe.p~j,q est racine de l’équivalence 
(la) i7'«=3i (mod.p), 

dans laquelle on suppose m — et lorsque d’ailleurs 0 est une 

Ibnction linéaire des périodes à m termes formées avec les racines 
primitives de l’équation (i). 


577 . 


Mécanique. — Mémoire sur le choc des corps élastiques, 
présenté à l’Académie le iq février iB'zq. 

C. R., T. XLIV, p. 8o (19 janvier 1857). 


Ce Mémoire sera publié dans le prochain Compte rendu ( ' ). 


578 . 

Anai.vse mathématique. — Sur les compteurs logarithmiques appliqués 
au dénombrement et à la séparation des racines des équations trans¬ 
cendantes. 

C. R., T. XLIV, p. 257 (16 février 1857). 

Dans la théorie des équations algébriques à une seule inconnue, 
c’est-à-dire des équations qu’on obtient en égalant à zéro des fonctions 
entières de cette inconnue, l’une des questions qui, les premières, 
ont justement préoccupé les géomètres, a été d’énumérer les racines 
et de les séparer les unes des autres. Quand on considère seulement 
les racines réelles, le problème consiste à déterminer le nombre des 
racines comprises entre deux limites données, et pour qu’on soit 
en état de la résoudre, il suffit que l’on sache déterminer le nombre 


I * ) Celte publication n’a pas été faite. 
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des racines inférieures et le nombre des racines supérieures à chaque 
limite, par conséquent à une quantité réelle donnée. On peut même, 
en prenant pour inconnue la différence entre une racine et cette 
quantité réelle, réduire le problème à la détermination du nombre 
des racines positives et du nombre des racines négatives d’une équa¬ 
tion algébrique. Ramenée à ces termes, la question peut se résoudre 
par la seule inspection des signes dont se trouvent affectées, quand 
on les réduit en nombres, certaines fonctions des coefficients. Elle 
n’était pas résolue par la règle de Descartes, qui, se bornant à consi¬ 
dérer les coefficients eux-mêmes, fournit seulement une limite supé¬ 
rieure au nombre des racines réelles de chaque espèce, et, quant aux 
autres méthodes proposées pour cet objet dans les siècles précédents, 
Lagrange a obsei’vé qu’elles étaient ou insuffisantes, ou imprati¬ 
cables ('). Mais cette lacune, signalée par Lagrange en 1808, a été 
comblée, et l’on connaît aujourd’hui diverses solutions du problème. 
La première de ces solutions est celle que j’ai donnée dans un Mé¬ 
moire présenté à l’Institut, dans la séance du 17 mai 1812. Plus tard, 
la question a été reprise par M. Sturm, qui l’a rattachée à la recherche 
du plus grand commun diviseur entre les premiers membres d’un('. 
équation algébrique et de l’équation dérivée. Plus tard encore elle a 
été de nouveau traitée, soit par moi-même, soit par d’autres auteurs, 
spécialement par MM. Sylvester, Hermite et Faa de Bruno, et l’on est 
arrivé à cette conclusion remarquable, que le nombre des racines 
réelles peut être fourni par l’application de la règle de Descartes aux 
seules quantités qui, dans Véquation des différences, servent de coeffi¬ 
cients aux puissances de l’inconnue dont les degrés sont les nombres 
triangulaires. 

Mais les équations auxquelles on est conduit dans les applications 
de l’Analyse à la Mécanique, à la Physique, à l’Astronomie, ne sont 
pas toujours algébriques; elles peuvent être, elles sont souvent trans- 

Foir le Traité de la résolution des équations numériques^ par Lagrange, écliLiou 
de T808, page 43 . — OEuores de Lagrange, T. VIII, p. 66. 
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idantes, et souvent aussi les racines imaginaires de ces équations 
jébriques ou transcendantes jouent un grand rôle dans la solution 
s problèmes. Il était donc important d’établir des principes géné- 
ix pour le dénombrement et la séparation dos racines réelles ou 
aginaires dans les équations algébriques ou transcendantes. C’est 
que j’ai fait dans le Mémoire lithographié du 27 novembre i 83 i (') 
dans quelques autres, spécialement dans un Mémoire que renfei’me 
Tome XL des Comptes rendus. Dans ce dernier Mémoire, le dénom- 
ement des racines qui représentent les alfixes do points renfermés 
ns un contour donné a été réduit à la détermination de la quantité 
c je nomme le compteur logarithmique. D’ailleurs celte détermina- 
n peut être aisément oiTcctuéc à l’aide des formules que fournit le 
'cul des indices des fonctions, quand, l’équation proposée étant algé- 
ique, le contour donné est un polygone rectiligne, ou même un 
lygone curviligne dont les côtés sont des arcs de cercle. J’ajoute 
e les mêmes formules peuvent êtiu', employées avec succès pour le 
nombrement et la séparation des racines réelles ou imaginaires 
iquations transcendantes. C’est ce qiu! l’on verra dans le présent 
imoire, où ces formules sont appliquées à deux équations fonda- 
mtales que présente la théorie du mouvement elliptique des pla¬ 
tes, savoir à l’équation qui détermine l’anomalie excentrique et à 
lie qu’on obtient lorsque, entre cette équation et sa dérivée, on 
mine l’excentricité. 

ANAt.VSIi. 


5^ 1. — Formiile.t générales. 

Soient 

y les deux coordonnées rectangulaires d’un point qui se meut 
dans un plan ; 

= X -hyI l’affixe de ce point; 

une aire comprise dans le plan donné, et limitée par un certain 
contour; 


) OEavres de Cauchy, S. H, T. XV. 
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Z — f(^) une fonction de qui ne s’évanouisse en aucun point de ce 
contour, et qui demeure finie et continue, tandis que le point 
dont .s est l’affixe se meut sans sortir de l’aire S; 

A', Y les coordonnées rectangulaires du point dont l’affixe est Z, en 
sorte qu’on ait 

Z = ri. 

Concevons d’ailleurs que l’on cherche les racines de l’équation 

(1) Znro 

propres à représenter les affixes de points rcnfei’més dans l’aire S; 
supposons que toutes ces racines soient du nombre de celles qu’on 
nomme racines simples, ou doubles, ou triples, etc., c’est-à-dire que, la 
lettre c désignant l’une quelconque de ces racines, le rapport de Z à 
la première, ou à la deuxième, ou à la troisième, ... puissance d(' la 
différence z — c conserve, pour z = c, une valeur finie distincte de 
zéro. Si l’on nomme m le nombre total des racines dont il s’agit, 
égales ou inégales, c’est-à-dire la somme de plusieurs nombres en¬ 
tiers correspondants à ces racines et respectivement égaux à l’unité 
pour une racine simple, à deux pour une racine double, à trois pour 
une racine triple, ..., on aura 

. ^ AlZ 

12 ) = 

la valeur de I étant 

I — airi, 

et la variation logarithmique qu’indique la lettre A s’étendant au con¬ 
tour entier de l’aire S. 

Ajoutons que, si ce contour est décomposé en éléments divers, la 
variation logarithmique AlZ et le nombre m, exprimé par le compteur 
logarithmique 

AiZ 

-jT’ 

se décomposeront à leur tour en éléments correspondants. 



EXTRAIT N« 578. 

1) aii(r(‘ pari, si par la notalion [z/] on désigne la clef d’une quan- 
li((‘ ré(dl(‘ U, c’esUa-dire une autre quantité qui se réduise a runité 
<juand U (‘st, positif, a i quand ii est négatif, alors, en étendant les 
(q>(‘râlions (ju indiquent les deux lettres A et ^ soit au contour entier 
d(‘ l’aiia^ S, soit a une partie seulement de ce contour, on aura 


I.» ) 


et 


( i ) 




. 


~ I (. r-H- i - ) -e i arc lainj 




Lors()U(‘ la variation logarithmique AÏZ s’étend au contour entier 
de Eair<‘ S, la forrïuih' (3) s(‘ réduit à 


* '> ) 


MZ: 



et par suit(‘ l(‘ nonil)i*(‘ i/i p(Uit élr(‘ dét(umiiné à l’aide de l’équation 


; n I 


: Ai 

‘A t 


rimlicc iiiléf^ral s’rlciidaiil. an (U)ntour enlicr de l’aire S. 

Si le ronlour <l(( l’aire S osl un rectangle, ou môme un polygone 
reeliligne (nieleoii(|ii(', l’indici' intégral se décomposera en plusieurs 
anires, (jui eorn'spondront aux divers c(')tés de ce polygone, et les 
<jiianli(és Z, X, F pourront être (îxpriméos (m fonction de longueurs 
mesurées sur ees mômes c()(ôs. 

(Concevons à prés('nt <)U(S dans 1(‘, cas où etF(a7) sont réels, on 
désigne par 

■' a" l'(.r) 

,r - ,v' 

la diirérenc(‘ entre les vah'urs de correspondantes aux valeurs rr" 
e( .r' de .r, en sorte qu’on ait 

5 O 

OEuvrrs i(e C. — S. 1 , l. Xll. 
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Alors, en réduisant l’aire S à celle d’un rectangle compris entre les 
quatre droites représentées par les équations 


X — x', X — x", 

y=y', y=.r'\ 


on tirera de la formule (G) 


(7) 



> :.: :y 


.»■ ,)!■ 



Pour que, dans le cas où 

z=^n--) 


est une fonction réelle de s, la formule (7) fourniss(î 1(‘- nombre m 
des racines réelles de l’équation (i), ou, ce qui revient au ménu', de 
la suivante 


(8) O, 

renfermées entre les limites x', x", il suffit de poser 

y = _6, r"r=S, 

^ étant un nombre infiniment petit. Si d’ailleurs bvs racines dont il 
s’agit sont toutes inégales, le rapport 

A' 

Y 


pourra être remplacé par le rapport 

r( .r) 
y r{x) 

dont il différera très peu pour des valeurs dey voisines d(î zéro, et la 
formule (7) donnera 

Concevons, pour fixer les idées, qu’on veuille déterminer le nombre' 


(9) 


m 


3 a’=r-.r' 


r(.r) 
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[al des racines réelles de l’équation (8). On devra poser 

x’~ — ao, x"-=:oz, 

ns la formule (9), qui donnera simplement 


X 00 



f(ir) est une fonction entière de x. 

Si le contour de l’aire S était composé, non plus de droites, mais 
1res de cercle, alors, dans la détermination des divers éléments du 
mbre m, on pourrait considérer Z, X, Y comme fonctions de lou¬ 
eurs mesurées sur ces arcs de cercle, ou d’angles proportionnels à 
5 longueurs, ou de lignes trigonométriques dans lesquelles entre- 
ient ces mêmes angles. 

Si, pour fixer les idées, on réduisait faire S à celle d’un cercle (|ui 
rait pour rayon r, et pour centre le point dont falïixc este, alors, 
posant 

Z :zc I- /y et 0 zz (ang , 


pourrait considérer X, Y, Z comme fonctions de p ou dé 0 . Dans 
tte même hypothèse, si Z est une fonction entière d(ï degré n, pour 
terminer le nombre m des racines de l’équation (i) qui repré- 
ntent les alïïxes de points situés dans l’intérieur du cercle, il suffira 
poser 

[i-Oiyz- V-+- Wi, 

IV étant réels, puis de recourir, si n est impair, à la formule 

0 00 



si n est pair, à la formule 
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§ II. — AppUcalion des formules établies dans le § I. 

Si, dans le mouvement elliptique d’une planète, on désigne par 
les lettres £ l’anomalie excentrique et l’excentricité de l’orbite, 
on aura 

d/ — E sim}' = T, 

T désignant une fonction linéaire du temps. L’anomalie excentrique 
sera donc une racine réelle d’une équation de la forme 

(1) -—ssin-- T—O, 

£, T étant des quantités réelles dont la première est inférieure à 
l’unité. 

D’autre part, pour que l’équation (i) acquière des racines égab's, 
il est nécessaire que l’inconnue s vérifie simultanément (;ette équa¬ 
tion et sa dérivée 

(2) I — eCOS-rro, 

par conséquent aussi la formule 

(3) J — langs — T’ O, 

que fournit l’élimination de i entre les équations (1) et (2 ). 

£ étant positif et inférieur à l’unité, toutes les racines de l’écjua- 
iion (2) sont nécessairement imaginaires. Mais il n’en est [»lus d(' 
même des équations transcendantes (i) et ( 3 ). Celles-ci admettent 
deux sortes de racines, les unes réelles, les autres imaginaires. D’ail¬ 
leurs, pour séparer ces racines les unes des autres, pour assiginu- 
même d^es limites entre lesquelles chaque racine est compris(', il 
suffira, comme on va le voir, de recourir aux formules établies dans 
le§I. 

Parlons d’abord de l’équation (r). Si l’on y suppose l’affixe z 
réduite à une quantité réelle x, elle deviendra 


(4) 


« -- £ sin ar ~ O ; 
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pour déterminer le nombre in des racines réelles de l’équation (d) 
iiprises entre deux limites données 


mlfira de recourir à la formule ( 9 ) du § I, et de poser, dans cette 
mule, 

î{x) = .v —-B sin J? T, 


i’ conséquent 


= 1 — £ cos.r. 


, en vertu de ces dernières équations, la seconde des fonctions 

f'i-r) 

a toujours positive, et la première se réduira simplement ax — T, 
ur toute valeur de x propre à vérifier la condition 

sin X --- O, 

st-à-dire toutes les fois que l’on ]»rendra pour x un des termes de 
)rogrcssion 

Stî, — 2 7r, — Tt, O, 71, 2 TT, 3 71, 

éfinimeut prolongée dans les deux sens. Cela posé, concevons que 
r réduise les limites x', x" à deux termes consécutifs de cette pro- 
:Ssion, et qiu^ l’on pose en conséquence 

.x'=: /'Tî, x"-— (/i ■+-1)71, 

tant une quantité entière. La formule ( 9 ) du § I donnera 
m = i'' a' [ x -T]. . Tl - [x'— T]; 

X =: A" 

' conséquent le nombre /« des racines de l’équation ( 4 ) comprises 
re les limites dont il s’agit sera égal à i, si T est compris entnï 
mêmes limites, à zéro dans le cas contraire. Donc l’équalion (4) 
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offrira urie seule racine réelle; et, si l’on nomme k~ le plus grand des 
multiples de ■ü inférieurs à T, cette racine unique sera comprise entre les 
limites 

kr., (A' + i)î^- 


Parloas maintenant des racines imaginaires de l’équation (i). Ces 
racines seront de la forme 

Z — X ^y\. 


X, y étant des quantités réelles dont la seconde ne sera pas nulle, et 
ces racines seront conjuguées deux à deux : car, si l’on pose 


3 — £sin5 — T= Ay- V\, 
X, Y étant réels, on trouvera 


( 8 ) 


rr er-^e-y . 

..l = ,r — 1 — £---sin X, 


ey 


e~y 

-- cos.r; 


et par suite, si les équations 

A- = o, rz=o 

se vérifient pour un système donné de valeurs de x et d(‘ y, elles se 
vérifieront encore quand y changera de signe, x demeurant inva¬ 
riable. Donc la recherche des racines imaginaires de l’équation 
peut être réduite à la recherche do celles dans lesquelles y c'st positif. 
Cela posé, nommons m le nombre de celles dans lesquelles, y étant 
positif et compris entre doux limites données 


y" 


X est lui-même renfermé entre deux autres limites 


x', x". 

Pour obtenir le nombre m, il suffira de recourir à la formule (7) 
du § I, et d’y substituer les valeurs de X, Y fournies par les équa¬ 
tions (8). D’ailleurs la seconde de ces équations donnera simplement 


r^y.. 
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pour toute valeur de x propre à vérifier la condition 
(9) COSÆ^=:0, 

c’est-à-dire toutes les fois que l’on prendra pour x un des termes de 
la progression 

, ^ Stt Stt TT TT St: Stt 


indéfiniment prolongée dans les deux sens; et, dans cette hypothèse, 
on aura, en supposant et positifs. 



—• O. 


Donc, si l’on prend pour æ', æ"dcux termes consécutifs de la progres¬ 
sion (10), la formule (7) du § I donnera simplement 


(•') 




)■ 


Si dans cette dernière formule on attribiui à v une vahuir positive 
très petite, on aura sensiblement 

J =r(i --scos.r). 


par conséquent 7 >o, et 


.*• A 



Donc alors, en vertu de la formule (f 1), il suffira, pour obtenir m, d(ï 
poser y — y" dans l’équation 

(,») 1:1 {r] 

.rrz.r' 

D’ailleurs, eu égard aux formules (8), l’équation 

FrrO 
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ilG 

donne 

(i3) 


cosa- 


2 y 


£(e>'-— 


et, pour qu’une valeur réelle de x paisse vérifier la formule (i3), 
y étant positif, il est nécessaire que la valeur positive attribuée à y 
soit égale ou supérieure à la racine positive unique S de l’équation 


(i 4 ) 


ej _ e-r __ 

3 J s 


Ajoutons que si, cette condition étant remplie, on pose 


(i 5 ) 


a r=: are cos 




e{ey—e-y) ' 


deux termes consécutifs de la progression (ro) comprendront entre 
eux deux racines de l’équation (i 3 ), ou n’(Mi compiumdront aucune. 
Le d’crnier cas aura lieu si x', x" sont de la form<‘ 


— (I 2 k -+■ I ) Tl • 


{2k -h i)t: + -5 


k étant une quantité entière. Si au contraire .t', x” sont d(^ la forni(‘ 


j:' “ 2 kn 


,r" ~ 2 kr: - h- 


l’équation admettra deux racines a;,, x^^ comprises (oïlia' les limit('s x' 
x", et.déterminées par les formules 


•r, = X' -H I- cc 

, 2 


N 


ou, ce qui revient au même, par les formules 

x,=:ikit — a, x„ = 2 kr. H- îc. 
Alors aussi la formule (12) donnera 


(16) 


1 'A " [e 
2 ,r = .r, L 


e-.r ^ x~T 

2 
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ou, ce qui revient au même, 

les valeurs de A, B étant 


'il7 


(. 8 ) 


y\—t 


ej e-r 


Ci 

silice’ 




sia a 


Or, en vertu do Téquation (r.:)), on aura 


e 3 ^— e-y 
' 2/ 


cos a 


■ O, 


et,, comme on a d’ailleurs 


qY a- r ey — er~y a \ 

~~ ...----? '■-7 -"<!- 5 

a 2 y s ma cos a 


la première des équations (i8) donnera A > o. Donc, la formule (17) 
donnera m---Q si y est assez petit pour que ,1 reste inférieur à la 
valeur numérique de B, et m — r si ^ surpasse* la valeur numérique 
de B, ce qui arrivera certainement pour une vahuir (h* j suinsainnuuil 
i>'rande, puisque, y venant à croître indéfinim(U)t, A convergfi vers la 
limite 20 et B vers la liiuite u/ctt — 7 . Il sudira pour que A sur¬ 

passe la valeur numérique de B, d’attribuer \i y um* valeur égale ou 
supérieure à la racine positive unique de ré((uation 

1 


(19) 


2 


ey - “ e'~y 
2 y 


2 y 


ay- 


0 étant la valeur numérique de 2/^7: — 7 \ 

En résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème. IJ équation ( i) offre une infinité de racines imaginaires et 
de la forme x -h y i. Parmi ces racines conjuguées deux à deux, une seule 
au plus de celles qui répondent à des valeurs positives de y offre une partie 
réelle x comprise entre les limites -f* ^5 /c étant une quantité 

entière; et même Véquation n admet une telle racine que dans le cas où 
la valeur numérique de k est un nombre pair. D'ailleurs, dans celte même 
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racÀne, le coefficient y de i est supérieur à la racine positive unique 6 de 
l'équation (14), et inférieur à la racine positive unique y de Véqua¬ 
tion (19). 

En appliquant les formules du § I, non plus à l’équation (r), mais 
à l’équation ( 3 ), on s’assurera : que cette équation olîrt' une inli- 
nité de racines réelles dont une seule est comprise entre deux lernK's 
consécutifs de la progression (6); 2" qu’elle offre seulement, comme 
l’a reconnu M. Serret, dcu.x racines imaginaiia's conjuguées rune à 
l’autre, et que, dans chacune de ces deux racines, la partie réelle est 
lamfermée entre les deux termes de la progression qui comprennenl 
entre eux le nombre T. 


579 . 

Analyse mathématique. — Sur la résolution des équations algébriques. 

C. U., T. XLIV, p. i68 (iS février iSi; ). 

J’ai, il y a vingt ans, adressé à l’Académie plusieurs .Ylémoiiu's sur 
la résolution des équations algébriques. L’un de cils Mémoires, publié 
dans le Tome IV des Comptes rendus (*), renferme drv(‘rs (liéorènu's 
qui paraissent dignes de quelque attention, entr(“ autn's le suivant : 

Théorème I . — Lorsqu’une équation a toutes ses racines réelles et iné¬ 
gales, on peut obtenir chacune de ces racines développée, en série conver¬ 
gente. 

D’autre part, en suivant diverses méthodes que j’ai développé((s 
dans le IV“ Volume des Eæercices de Mathématiques (-), et dont l’uin' 
a été indiquée par Lagrange, on peut établir encore le théorème dont 
voici l’énoncé : 

Tiiéoiièsie II. — n variables étant assujetties à cette condition que leurs 

(*■) OEuvra.s' de Cauchy, S. I, T. IV, p. 6(i. 

Ibid., S. II, T. IX. 
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carrés donnent pour somme 1 unité, réquation du degré n qui déterniine 
les maxima d’une fonction de ces variables, entière, /lomogéne et du 
second degré, a toutes ses racines réelles. 

Enfin, aux deux ihéorèmes qui précèdeni, on peiil joindre le sui¬ 
vant : 

TiiKonèMi' HL — Une fonction rationnelle de l'une quelconque des 
racines d'une équation algébrique du degré n peut être généralement 
réduite à une fonction entière de la même racine du degré n — i. 

Ceda posé, soitr(.r ) une (onction (nUière de la variabL x i\ eoedi- 
cienls réels et du d<‘gré n. Désignons par 


((, (r, ... 

n autres variables assiijetti('s à la condition 


et par 


r--f- a’- -H. . . - I, 

y - V{i(, r, i\’, .. A 


une fonction de u, e, iv, ... (Mitions homogÎMU^ (‘t du second degré, l('s 
eoeiricierUs d(‘s (Uirrés u-, o's ... ci (l(‘s produits uc, /or, ‘. . . , 
civ, . . . , dans la Ibindioii y, étant (Mix-mém(‘s (|(ss IbinTions (Miti(M‘(\s 
de xli coellieienis réels, et choisis de inanÜMa' (|ue lesgJiversivs raoinivs 
de l’équation 

(i) r(crj—:<) 

vérifient encore l’équation prodnile par réliinination de//, r, iv, ... 
(Mitre les forrmih's 

J),, y -r: O, 1)^.1' O, ' “ O, .... 

Les maxirna et niinima de r, considéré comme foniTion de //, (’, ir, ..., 
seront déterminés pai* une équation nouvelle 

(‘l) r-:r2 0, 

dans laquelle F sera une fonction entière de x et de r, du degré // par 
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l’apport à j; et, pour une valeur réelle quelconque de la variable .r, 
l’équation (2), résolue par rapporta j, offrira n racines réelles 

Xi, J' 5 , y» 

développables en séries convergentes dont les divers termes seront 
des fonctions rationnelles de œ. Quand on prendra pour x une racine 
réelle de l’équation (i), une racine y de l’équation (2) s’évanouira; 
et, eu égard au théorème III, la somme de la série qui représentera 
le développement de cette racine pourra être, avec les divers termes, 
réduite à une fonction entière de x du degré n — ^. Soit A’ cette 
fonction entière. Si le développement de j est tel que cette fonction 
entière ne soit pas identiquement nulle, la racine réelle iX‘, qui véri¬ 
fiait réquation_( 1), devra vérifier encore l’équation 

(3) A'=o, 

dont le degré est « — i; elle sera même la seule racine commune à c.cs 
deux équations, s’il n’arrive jamais que pour une valeur ré(‘lle d(' x 
deux racines de l’équation (2) soient égales entre elles, et alors, pour 
déterminer la racine x, il suffira de chercher la racine commune aux 
équations (i) et ( 3 ). 

Des principes que je viens d’exposer résulte évidemment, [jour la 
résolution des équations algébriques, une méthode nouvelle, et (]ui 
semble devoir être remarquée. Dans les prochaini^s séances, j(‘ dév(’- 
lopperai cette méthode et j’examinerai comment on doit s’y prendia' 
pour que la formule ( 3 ) ne se réduise pas à une équation ideiifiqiu'. 
En raison de l’intérêt qui s’attache à cette question, l’Académie me 
permettra de laisser dormir pour l’instant la discussion relative aux 
forces instantanées. Je la reprendrai plus tard, en m’efforçant d’être 
tellement clair, tellement précis, que mes assertions, par leur évi¬ 
dence, entraînent l’assentiment de tous nos confrères. 
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^Analyse matiiéjiaïiqüe. -- Sur les fonctions quadratiques et homogènes 

de plusieurs 7)ariahles, 

C. R., T. XLIV, p. 36 1 (23 février 1837 ). 


§ 1 — Propj'iétés générales des fonctions quadratiques et homogènes. 

Lorsqu’une fonclion homogène de plusieurs variables est en mèmii 
temps quadratique, c’csUi-clire du second degré, elle jouit de pro¬ 
priétés diverses d’autant plus dignes d’être remarquées qu’on peut en 
déduire une méthode générale pour la résolution des équations algé¬ 
briques. Cos propriétés constituent les théorèmes que nous allons 
énoncer. 

Théorème 1. — Soit 

U j / rj, 0 } 

une fonction quadratique et homogène de n variables 

a, 6, rj, 0. 

Soient encore 

A, B, Il, O 

les denii-dériçées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. Si Von 
multiplie chacune de ces demi-dériçées par la variable correspondante, la 
somme des produits obtenus sera la fonction elle-même, en sorte qu 'on 
aura 

( 'A ) y iV y. ~h- B 6 H n H™ 0 (5. 

Démonstration. — Si le théorème (ist vrai quand on prend {)Our y 
certaines fonctions quadratiques et homogènes 

U, r, (ï’, .... 

des variables 

a, 6, Y], 0 , 

il continue évidemment de subsister quand on prendra pour y une 
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fonction linéaire de «, ç, w, .... D’ailleurs le théorème énoncé est 
évidemment exact, quand la fonction y se réduit au carré a- d’une 
seule variable, ou an double produit 2a6 de deux variables, attendu 
qu’on a, dans le premier cas 

A — 


dans le second cas 



B = 




et que, par suite, la formule (2) sc réduit, dans le premier cas, à 
l’équation identique 

a-Z— aa, 


dans le second cas, ii l’équation identique 

2 oio =z Soc ao. 

Donc le théorème énoncé sera généralement vrai. 

Ce théorème, déjà connu, constitue pour les fonctions quadratiqin^s 
ce qu’on nomme le théorème des fonctions homogènes, La démoiislratioii 
très simple que nous venons d’en donner offre cet avantag(‘ (iu’(dl(‘ 
s’applique encore aux. deux théorèmes suivants : 

Tiiéorèmc il — Les memes choses étant posées que dans le théorème /, 
désignons par 

^/j • • • > ‘Cf-, 

S’ •••7 ^ir 

deux systèmes de t^aleiirs successivement attribuées aux variables 

(S-, €, -n, 0, 

et par 

B,, II,, 0„ 

B,/, • • •, II,/ J 0 // 

les valeurs correspondantes des demi-dérivées 

A, B, H, 0. 

Si Von multiplie les valeurs des variables dans Van des systèmes donnés 
par les valeurs des demi-dérivées correspondantes dans Vautre système. 
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snninir des produis ohlenas ne changera pas de valeur quand on 
/langera les deux syslèrnes entre eux; en sorte qu’on aura 

Itc/nonsiralion. |.(\ tliéorènic ü est évidemment exact quand la 
union V se réduit à a" ou à 2ae, attendu que la formule ( 3 ) se 
'luit, dans h' |)r('mi(M‘ (;as, à réquation identique 

X,'U„=X„cr;, 

iiis le s(‘e,011(1 cas à réajuation id('nlique 

oiie ee IliéoiTui(' sera génél’alement vrai. 

Tiîî cHU'Mi: III. - fjcs mêmes choses éla/il posées que dans le théorème L 
l 'on niiiiiipUi* pat' le ccirré de chaque i^ariable la différentielle du rap- 
tni qf/'(>// ohtie/ii (fuand on dicise par cette meme rariahle la deini- 
t’Cfcn' (*orresf)on((((/He, la, somme des produits formés s écanouira; en 
aii' qa'on a an/ 

I a (i I o ’(1 H-. . .H ™'/]-(1 -i-^Z-dT- =::0. 

a c n U 

lho//(>/isîration. L]i(M)rîune ]JI esL évidemment exact quand la 

iMirtion r se réduit à a- ou à 2 aC, attendu que la formule ('f) se 
toluiU ilans le piaunier (‘.as, à l’équation identique 

a- a ~ -"ii: 0, 
a 

(ans 1(^ s(MU)iuI (‘as a l’équation identique 

(1- + r=:0. 


)(inc. ce théorème sera généralement vrai. 
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§ IL — Sur l’équation, qui détermine les maxima et minima d'une fonction 
réelle quadratique et homogène de plusieurs variables dont les carrés 
donnent pour somme l’unité. 


Soient, comme dans le § I, 


{') 


J- =:F(a, 6, . --fl, 5) 


une fonction quadratique et homogène de n variables 


et 


a, 6 , ..., v, 0, 

A, D, H, 0 


les demi-dérivées de cette fonction relatives à ces mêmes variables. 
Si, la fonction étant réelle, c’est-à-dire à coclficients réels, on assu¬ 
jettit les a, €,..., Y], 0 à la condition 

( ) cd -1- 6' -H... -H -t- 0^ — !, 

les maxima et minima de cette fonction y seront déterminés par la 
formule 

_A_B_ 

■ ^ a -n û’ 

ou, ce qui revient au même, par les équations 

(^) aj- — A = O, S/'— B rr; O, ..., Y] J'— H =: O, Oy — O. 

Ces dernières équations étant linéaires et homogènes par rapport aux 
variables 

a, £, ..., Y), 8, 

on pourra en déduire, par l’élimination de ces variables, et sans qu’il 
soit nécessaire de recourir à la condition (2), une équation finale 

(5) • F=o, 

dans laquelle Y sera fonction de j seulement. D’ailleurs, pour obtenir 
cette équation finale, il suffira de substituer dans la premièr.e des 
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.'■<|ualimis (4) <l,.a valeurs ,1» «, ê.,,,0 propres à vérifier les sni- 

vailles ; [lar conséquent il suffîra de prendre 


(>>) 


F — aj - A, 


a, Ç 


, V], 0 étant choisis de manière à vérifier les équations 
Gy-}ir=o, ■yr-U = o, ôy-e = o. 


Or on satisfera aux équations (7) en prenant pour «, v], G des 

lonclions entiî'res dej déterminées par les formules 


1. a-:-|a£21, 6 = |6£2|, —[.^£2|, ô = jôQj, 

joiiiti's à l’équation 


1 11) i^ = (67-n)...(-/ir-ll)(ôy-0), 

et en considérant, dans les seconds membres des formules (8), 
a, 6, v], 0 comme des c/e/^f anasirophiques assujetties à la con¬ 

dition 


I 1 > > ) I oc6. .. y; 5 1 = I. 

11 iin|)orl(‘ d’observer qu’en vertu des formules (6) et (8) on aura 
(II) r:rz\{ay-A)Ü\, 

jiar eonséqiient 

(i;i) r-.|(«j-A)(6j-in...(ny-II)(0j-0)i, 

a, Ç, ..., V], 0 étant des clefs anastrophiques assujetties à la condition 

I a6.. . 1)0 1 = 1. 

D'aiitri' part, mi vertu de la première des formules (8), on aura 

(13) cc = |(Sy — B).. .(-07 —H)(0/ —0)1, 

jxnirvu qu’après avoir posé a = o dans la fonction F(a, ê, G), 

et, par suite, dans les demi-dérivées B, ., H, ©, on considère, dans 
1 (‘ second membre de la formule (i 3 ), 6", ..., yj, 0 comme des clefs 

54 


OKuvres de <7. — S. l, t. XII 



,'r26 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

anastrophifjues assujetties a la condition 

I S.. .‘oô ! 


: I. 


Cela posé, la fonction a de j, déterminée par la première des for¬ 
mules (8), sera évidemment ce que devient F lorsqu’on réduit la 
fonction F(a, g, ..., y], 0 ) à F(o, g. . 0 ) en posant a. = o. 

Observons encore que, dans la fonction F déterminée par l’equa- 
tion (12), le terme qui renfermera la plus haute puissance dejs.era 
évidemment j". Donc l’équation ( 5 ), résolue par rapporta j, oflrira 
n racines. J’ajoute que la fonction F, déterminée par l’équation (i 2), 
jouira de plusieurs propriétés remarquables, desquelles se déduira 
aisément la nature des racines de l’équation (o). C’est ce que je vais 

faire voir. 

Remarquons d’abord que les équations (6) et (7) peuvent être rem¬ 
placées par la seule formule. 


(- 4 ) /■ 

Cela posé, soient 


A+jr 

a 


B 




H 

' / 


e 

■ 6' 


deux valeurs distinctes successivement attribuées à j, et, pour dési¬ 
gner les valeurs correspondantes des quantités représentées par les 

lettres , Tt r> V 

6 , ..., 9, n, A, B, .... II, e, F, . 

et déterminées par les équations (6) et (8), plaçons au bas de ces 
lettres un accent simple ou double. La formule (i 4 ) donnera, pour 

7 = 

^5, 

Y], 


(i5) 


a, ê, 


: 


puis en posant, pour abréger, 

s HZ 

Szzzk, 


.-f- 

. -f- H, Y)y -f- 


(16) 

(17) 
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n tirera de la formule (i 5 ) 


8 ) 


y,- 


■ r. a., 


i-27 


lais s ne change pas de valeur quand on échange entre eux et 

n vertu du second théorème du § 1 , on pourra en dire autant de 5 . 
m aura donc encore 




s + r„a, 


r„ a, - Y, 


'9) 

t, par suite, 

20 ) y„-yr^ 

U, ce qui revient au même, 

2 0 -K r„ -y,)- K 

U bien encore 


22 ) ^-“ 

' -y, 

li, dans cette dernière formule, on pose 

yu-y~y> 

Ile donnera simplcnioiU 


23) 


“D. 


Y 


1 valeur de s étant déterminée par l’équation 

a/j ) ,v rzr (x^ -f- 6- -H... “h rf- H- 6'^. 

>n peut, au reste, déduire directement réquation (ad) de la for- 
iule (i4)> de laquelle on tire 

t, par suite, eu égard au théorème III du § I, 


25) 


a^Dy~ zz: -f- H-. . . 4- -h 
a 
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Les formules (21) et (aS) permettent de reconnaître aisément la 
nature des racines de l’équation ( 5 ). On peut conclure de la for¬ 
mule (21) que toutes ces racines sont réelles. En effet, la fonction 
F(a, , 0, v]) étant supposée réelle, c’est-à-dire à coefficients 
réels, la fonction de y représentée par F sera pareillement réelle, et, 
si l’équation ( 5 ) admet des racines imaginaires, ces racines seront 
conjuguées deux h deux. D’ailleurs, si l’on nomme 

f,’ y,, 

deux racines conjuguées de l’équation ( 5 ), les valeurs 

y Y 

de Y correspondantes à ces deux racines s’évanouiront. On aura donc 

E,=.F„=o, 

et, comme la différence 

y — y 
du J i 

sera le double du coefficient de i dans l’une des racines, par consé¬ 
quent une quantité distincte de zéro, l’équation (21) donnera 

S—O 

ou, ce qui revient au même, 

( 26 ) -i- 6,6„ -t-... -t- V), y)„ -f- “ o. 

D’ailleurs, 

étant deux expressions imaginaires conjuguées, on pourra en dire 
autant de 

et ■ * *, 0/ et et 0 ^^, 

Donc chacun des produits 

6,ê,„ ..., 

sera positif, à moins que ses deux facteurs ne s’évanouissent simulta- 
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nément, ol l’équation (26) ne pourra subsister à moins que l’on n’ait 
en même temps 

O, 6, = 0 , = 0,-0, 

O, 6^^ ” O, ...J ’Off — Of trz: O. 

Donc toutes les racines de l’équation ( 5 ) seront certainement réelles 
si aucune d’elles ne vérifie avec la formule ( 5 ) les n équations 

(28) a — O, ê — O, -r] — 0, 9 = 0. 

D’ailleurs cette dernière condition ne pourrait être remplie que pour 
des cas exceptionnels correspondants à des valeurs particulières des 
coefficients que renferme la fonction F(o:,ê,yj, 6), et les valeurs 
qu’acquerraient, dans ces cas exceptionnels, les racines de l’équa¬ 
tion ( 5 ), seraient certainement des limites vers lesquelles converge¬ 
raient des valeurs très voisines qu’on obtiendrait on altérant très pou 
une ou plusieurs des valeurs particulières attribuées aux divers coef¬ 
ficients. Ces valeurs voisines étant réelles, leurs' limites seraient né¬ 
cessairement réelles; d’où il résulte que, même dans les cas excep¬ 
tionnels, l’équation ( 5 ) u’adrncttra point de racines imaginaires. 
Ainsi la formule (21) entraine la proposition qui a été rappelée aux 
pages 4 * 8 , 419» cl que l’on peut énoncer comme il suit : 

TiiÉonéME I. — /i tMriahles èlanl assujellies à cette condition, que La 
somme de leurs carrés soit l’unité, Véquation du degré n qui détermine 
les maxima et les minima d’une fonction quadratique homogène et réelle 
de ces variables, a toutes ses racines réelles. 

Les n racines réelles de l’équation ( 5 ) seront généralement iné¬ 
gales, et ne pourront cesser d’étre inégales que dans le cas où une 
même valeur de y vérifiera simultanément cette équation et sa dé¬ 
rivée 

(29) Dj,r=:0. 

Dans ce cas particulier, les coefficients que renferme la fonction 
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F(a, é,..., 7], 6) devront satisfaire à l’équation de condition que pro¬ 
duira l’élimination de y entre les formules (o) et (29). Soit 

( 3o ) K ~o 

cette équation de condition. On pourrait croire au premier abord 
qu’elle servira uniquement à déterminer un des coellicients ren¬ 
fermés dans F(a, ê,...,-q, 0) quand on connaîtra tous les autres. 
Mais il n’en est pas ainsi. Effectivement, lorsqu’une même valeur 
de y vérifiera les formules ( 5 ) et (29), l’équation (20) donnera 

(3i) . .-i-v--hÔ-—o, 

et entraînera nécessairement avec elle les conditions (28). 11 y a 
plus : ces conditions devront encore être vérifiées lorsque, dans les 
formules (8), on supposera la fonction û déterminée, non plus par 
l’équation (9), mais par l’une de celles qu’on en déduit à l’aide 
d’échanges opérés entre les clefs a, 6 , , 0 , -q. En conséquence, on 

peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Pour qu’une racine y de l’équalion (o) vo// luie racine 
double ou multiple, il est nécessaire que celle racine, vérifie, chacune des 
équations (28), les vdleurs de a, Z, ..., q, 0 èlanl déle.rininées par les 
formules (8) jointes ou à l’équalion (9), ou à l'une de celles qu’on en 
déduit quand on échange entre elles les clefs a, 6, ..., q, 0. Par suite, 
pour qu'une racine réelle de l’équalion ( 5 ) soit double ou multiple, il est 
nécessaire quelle soit commune à cette équation et à toutes celles qu'on 
en déduit quand on remplace la fonction F(a, ^, ..., q, 0) par une des 
fonctions 

E(o, g, ...,-O, 0 ), F(«, O, ...,-0, 5 ), ..., F(a, g,..., O, 0 ), F(a, S, ...,-/i, 0). 

Observons encore qu’en vertu de la formule (28) la dérivée du 

Y . 

rapport —> prise par rapport à a, sera toujours positive quand elle 

ne sera pas nulle. Donc, pour des valeurs croissantes dey, ce rapport 
croîtra sans cesse, tant qu’il conservera une valeur finie, et, quand il 
changera de signe avec Y en passant par zéro, la valeur de a devra 
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être positive si F passe du négatif au positif; (dlc devra être négative 
si F passe du positif au négatif. Si d’ailleurs on nomme 

yij *• 'y yii — \y Vu 

les racines de l’équation ( 5 ) rangées par ordre de grandeur, de 
manière qu’elles forment une suite croissante, et si l’on fait croître y 
par degrés insensibles depuis une limite inférieure à r, jusqu’à une 
limite supérieure à j„, F ne changera de signe qu’au moment où F 
acquerra une valeur représentée par l’un des deux termes de la 
suite ( 32 ), et à deux termes consécutifs de cette suite correspon¬ 
dront deux changements de signe de la fonction J'en sens opposés, 
par conséquent deux valeurs de œ, dont l’une sera positive, l’autre 
négative. Donc, si l’on nomme 

(33) Ot,, oc,, a«-l, O';, 
les valeurs de a correspondantes aux i-acines 

/l, fl, ■■■, fn 

de l’équation ( 3 ), deux termes consécutifs de la suiUi ( 33 ) seront 
toujours deux quantités aflectées de sigiu's contraires. Kn consé¬ 
quence, dc'ux termes consécutifs d(‘ la suite (da) comprendront tou¬ 
jours entre eux l’une des // -- i raciiK's de l’équation 

( 34 ) «^= 0 , 

et réciproquement deux raciiuis consécutives de l’équation ( 34 ) com¬ 
prendront toujours entre elles un terme de la suite (da). D’ailhuirs, 
comme on l’a remarqué, a, dans l’équation ( 34 ), sera ce que de-’ 
vient F lorsque, dans la fonction F(a, S, ..., 0 ), on pose a = o. On 

peut donc énoncer la proposition suivante : 

Tiiéoeèmk III. — Soà y = F(a, 6 , .'/], 0 ) une fonedon quadratique 
réelle et homogène de n variables a, 6, ..., 7), 0 dont les carres donnent 
pour somme runité. Soit encore 


(5) 


J'=o 
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Véquation en y du degré n, qui détermine les maxima et minima de 

cette fonction, et nommons 

(Sa) y 1, y-î, •••) yn 

les n racines réelles de cette équation. Enfin soient 

(35) J, j", 

les n — \ racines de l’équation analogue à laquelle on parvient lorsque, 
dans la fonction F(a, <?, ..., '/j, 6), on réduit à zéro l’une des variables; 
et supposons les racines de chaque équation rangées par ordre de gran¬ 
deur, de manière à former une suite croissante. Chacune des racines de 
l’équation (5) sera comprise entre deux termes consécutifs de la suite 

( 36 ) -00, y', y", ..., œ. 

Le troisième théorème, duquel on pourrait déduire le deuxième, 
était déjà énoncé dans le Mémoire sur l’équation à l’aide de laquelle 
on détermine les inégalités séculaires du mouvement des planètes 
(tioir le Volume IV des Exercices de Mathématiques, p. iSa) ('). Los 
principes ci-dessus exposés, en fournissant, comme on vient de le 
voir, une démonstration très simple de ce théorème, reproduisent 
avec la même facilité les autres propositions énoncées dans ce Mé¬ 
moire. 


581 . 

Analyse mathématique. — Note sur les résultantes anastrophiques. 

C. B., T. XLIV, p. 370 (23 février 1857). 

Les résultats obtenus par l’auteur seront développés dans une pro¬ 
chaine séance. 


(') Œuvres de Cauchy, S. II, T. IX, p. 174. 
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582. 

An.u.yse M.vriMiMATiQUE.' — Théorie nouvelle des résidus. 

G. R., T. XLIV, p. 406 (i>. mars 1867 i. 

§ J. — Considérations générales, 

!’est clans le premier Volume des Exercices de Maihémaliques, pu- 
! en 182G (' ). que j’ai, pour la première fois, exposé les principes 
Calcul des résidus, qui, comme je l’ai fait voir et comme l’ont aussi 
litre divers auteurs, entre autres MM. Blancliet et Tortolini, s’ap- 
(ue avec succès, non seulement à la décomposition des fonctions 
onnelles et à la détermination dos intégrales définies, mais encore 
intégration des équations différenliellcs ou aux dérivées partielles, 

I la solution d’un grand nombre de problèmes, spécialement de 
x que présente la Physique mathématique. Toutefois la déhnition 
; j’avais d’abord donnée du résidu partiel ou intégral d’une fonction 
■sait quelque chose à désirer. A la vérité, celte définition était ana- 
uc à celle que Lagrange a donnée de \‘a fonction dérivée; (îtde même 

suivant Lagrangi', la dérivée d’une fonction y de x est le coefficient 
la première puissance d’un accroissement e attribué à la variable x, 
is le développement de l’accroissement corresjiondant dey suivani 
puissances ascendantes de e, j’appelais résidu partiel de la fonc- 

II y, relatif à une valeur pour laquelle cette fonction devenait 
inie, le coefficient de £“' dans le développemimt de la variation 
y suivant les puissances descendantes de t. 

dais les définitions précédentes de la dérivée d’une fonction et de 
I résidu partiel relatif à inie valeur donnée de la variable s’appuient 
‘ la considération des développements en séries; et, comme je l’ai 
narqué dans \'Analyse algébrique, il convient d’éviter l’emploi des 
ies dont la convergence n’est pas assurée. On y parvient dans le 


î ) OELivres de Cauchy, S. Jï. T. VI. 


OKiivres 6 . -- S. l, t. X 11. 
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Calcul infinitésimal, en substituant à la définition de Lagrange la notion 
claire et précise du rapport, différentiel de deux quantités variables, et 
en désignant sous ce nom la limite vers laquelle converge le rapport 
entre les variations infiniment petites et correspondantes de ces deux 
quantités. 

Il était à désirer qu’on pût aussi appuyer le. Calcul des résidus sur 
une notion claire, précise et facile à saisir, qui fût indépendante de la 
considération des séries. Apres y avoir mûrement réfléchi, j’ai re¬ 
connu que les principes établis, d’une part dans mon Mémoire 
de rS'iS sur les intégrales prises entre des limites imaginaires, et dans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre i 83 i, d’autre part dans les 
Mémoires que j’ai publiés sur les fonctions monodromes et monogènes, 
permettraient d’atteindre ce but. C’est ce que Je vais expliquer en peu 
de mots. 

Supposons qu’un point mobiFc dont l’affixe est ;; se meuve dans 
l’intérieur d’une certaine aire S ou sur le contour de cette aire, et 
que, dans le dernier cas, en décrivant ce contour, il tourne autour de 
l’alro S dans le sens indiqué par la rotation d’une alfixc dont l’argu¬ 
ment croît avec le temps. Soit d’ailleurs Z une fonction de l’allixi'. 
qui reste monodrome dans toute l’étendue de Faire, et conserve une 
valeur finie en chaque point du contour. Enfin, le contour étant par¬ 
tagé en éléments très petits, multiplions la variation que subit 
quand on passe de l’origine d’un élément à son extrémité par une 
valeur de Z correspondante à un point de cet élément. I^a somme d(>s 
produits ainsi formés aura pour limite une certaine intégrale (S ). Or 
cette intégrale, qui dépendra en général non seulement de la fonc¬ 
tion Z, mais aussi de la forme attribuée au contour de l’aitaî S, de¬ 
viendra, du moins entre certaines limites, indépendante de, ce con¬ 
tour, si la fonction Z, supposée déjà monodrome dans toute Fétendiu' 
de Faire S, est de plus monogène en chaque point de cette aire. En 
effet, dans cette hypothèse, l’intégrale (S) ne changera pas de valeur 
si, le contour venant à sè modifier par degrés insensibles et à changer 
de forme, la fonction Z reste non seulement monodrome et monogène. 
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mais encore finie on chacun des points successivement occupés par 
ce contour. Cela posé, nommons points singuliers ceux dont les alfixes 
rendent infinie la fonction Z, ou, en d’autres termes, ceux dont les 
alfixes sont racines de l’équation 

(>) 

Quand la fonction Z sera monodromo et monogène dans toute l’étendue 
(le l’aire S, l’intégrale (S) dépendra uniquement do cette fonction Z 
et de la position dos points singuliers renfermés dans l’aire S. Il est 
aisé de voir, par exemple, qu’elle sera toujours nulle si l’aire S ne 
renferme aucun point singulier, et qu’elle aura pour valeur la con¬ 
stante 

si, le pèle étant le seul point singulier que renferme l’aire S, l’équa¬ 
tion 

1 

se réduit à l’équation linéaire 

5 -U, 

c’est-à-dire, en d’autiu's t('rmcs, si l’on a 

Le rapport 



qui se réduira dans le premier cas à zéro, dans le second cas à l’unité, 
(“St ce que nous nommerons, dans tous les cas, le résida intégral de la 
fon(;tion Z relatif à l’aire S. Si l’on substitue à la fonction Z la dérivée 
de son logarithme népérien prise par rapport à la variable s, l’inté¬ 
grale (S) ne sera autre chose que la variation logarithmique de Z, et 
le résidu intégral 

(S) 

r 





se réduira au compteur logarithmique 


(3) 


AlZ 

-r’ 


h l’aide duquel s’exprime la différence entre les deux entiers qui 
énumèrent les racines des deux équations 

( 4 ) ■ 2 '--= O. 


(r) 

correspondantes à des points singuliers renfermés dans l’aire S. 

Concevons à présent que le contour de Faire S s’étende et se dilate, 
de manière à se transformer en un nouveau contour qui enveloppe le 
premier de toutes parts. L’aire S croîtra, et sa variation AS sera umi 
nouvelle aire renfermée entre les doux contours. Si d’ailleurs une 
fonction Z, monodrome et monogène dans toute l’étendue de l’aire AS, 
conserve une valeur finie en chaque point de chaque contour, à la 
variation AS de Faire S correspondra une variation A(S) de l’inté¬ 
grale (S), et cette dernière variation dépendra uniquement do la 
fonction Z et de la position des points singuliers renfermés dans 
Faire AS. Alors aussi le rapport 

I 


sera ce que nous nommerons le résidu intégral de la fonction Z relatif 
à Faire AS. 

Les définitions précédentes étant admises, si Fon décompose Faire S 
ou AS en éléments finis ou infiniment petits, mais tels que la fonction Z 
conserve en chaque point de leurs contours une valeur finie, le résidu 
intégral 


(S) 

I 


ou 


1 


sera la somme des résidus partiels correspondants à ces divers élé¬ 
ments, et, si les éléments sont choisis de manière que chacun d’eux 
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ne renferme jamais plus d’un point singulier, un résidu parti(d, quand 
il ne s’évanouira pas, sera un résidu relatif à un seul point singulier, 
par conséquent une quantité qui- dépendra uniquement de la fonc¬ 
tion Z et de l’affixe de ce point. Cola posé, on pourra dire que le résidu 
intégral relatif a une aire donnée est la somme des résidus partiels rela¬ 
tifs aux divers points singuliers que renferme cette aire. 

Comme on le voit, dans cette nouvelle théorie des résidus, la consi¬ 
dération des développements en séries est entièrement mise à l’écart 
et remplacée par la notion fondamentale de l’intégrale f Z dz étendue 
à tous les points situés sur le contour d’une certaine aire, de cette 
même intégrale sur laquelle j’ai appelé l’attention des géomètres dans 
le Mémoire lithographié du 27 novembre x 83 t ('). D’ailleurs cette 
notion se trouve maintenant complétée par la condition à laquelle 
j’assujettis la fonction Z, en supposant que cette fonction est tout à la 
fois monodromc et monogène, et l’on reconnaît ici combien il est 
utile de définir nettement les fonctions de quantités géométriques, 
ou, en d’autres termes, les fonctions do variables imaginaires, en dis¬ 
tinguant non seulement les fonctions monodromes des fonctions non 
monodromes, mais aussi les fonctions monogenes des fonctions non 
monogènes. 

Lorsque l’on adopte les définitions ci-dossus proposées, et que 
l’aire S se réduit à celle d’un cercle dont le pôle est le centre, h^ 
résidu intégral 

I 

se réduit à la moyenne isotropique 

(•o) qM9(-^-) 

du produit Z Z considéré comme fonction de xx. 

Si l’aire S est celle d’un cercle qui ait pour centre le point dont 
l’alfixe est c et pour rayon r, on devra évidemment, dans l’expres- 


(1) OEmres de Cauchy, S. Il, T. XV. 
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sion ( 5 ), substituer à !a variable .s la quantité 

(6) Çrr:^-c; 

le module de '( étant le rayon r, et alors le résidu intégral -p sera la 
moyenne isotropique 

(7) 


du produit Z'Q considéré comme fonction de 'C. 
Si d’ailleurs on suppose 


(S) 



c désignant une constante, et f(s) une fonction de - qui demcmia! 
monodrome, monogène et finie dans toute l’étendue de l’aiiaî S, on 
aura 

par conséquent l’expression (7) sera l’éduitc à la movanuK^ isotro¬ 
pique 

(9) 0H9 ife-t-Ç); 

et, comme, sans altérer cette' moyenne, on pourra faire décroîtr(‘ 
indéfiniment le rayon du>cercle que l’on considère, ou, (ui d’autio's 
termes, le module de elle ne pourra différer de la <|uanlité f(t‘) 
avec laquelle on la fait coïncider en posant Donc., en suppo¬ 

sant la fonction Z déterminée par ta formule (8), et b^ point tlont r 
est l’affixe intérieur à l’aire S, on aura, si la fonction f(Æ ) est mono¬ 
drome, monogène et finie dans toute l’étendue de l’aire S, 

(10) 
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§ II. — Equaiiona fondamentale!;. 

Soient, comme dans le § I, 

S et AS une aire piano et l’accroissement de cette aire compris entre 
deux contours, l’un intérieur, l’autre extérieur; 

:: l’affixe d’un point qui se meut dans le plan de l’aire S; 

Z une fonction de .s qui, toujours monodrome et monogène dans toute 
l’étendue de l’aire S, conserve une valeur finie en chaque point de 
l’un et l’autre contour; 

( S) et A(S) l’inlégralc j Zdz étendue, suivant les principes posés 
dans le § 1 , au contour entier de l’aire S, et la variation de cette 
intégrale correspondante à la variation AS de cette aire. 

Concevons d’ailleurs que, pour rendre les notations plus précises, 
on nomme 

//., 9 les alfixes de deux points mobiles assujeTtis à décrire l(‘s deux 
contours qui limitent intérieurement et extérieurement l’aire AS; 
U, V ce que devient Z quand on y écrit u ou e à la place de .j. 

La variation A(S) ne s(jra autre chose que la diflermice des intégrales 

fVde, fUdii, 

étendues à tous les points des doux contours, ou, (Mi d’autres termes, 
la différence entre les deux valeurs de l’intégrale 

(S)=/z* 

correspondantes à 

- -- e, = n. 

En conséquence, on pourra dire que u et e sont les doux Iimit('.s de s 
dans la variation A(.S), ce que nous indiquerons en écrivant ces deux 
limites au-dessous et au-dessus du signe A comme il suit ; 

TtS). 
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Cela posé, le rapport 

^(S) 

Z — Il 

! 

sera le résidu intégral de Z relatif à l'aire AS, et si l’on nomme extrac¬ 
tion l’opération par laquelle on extrait de la fonction Z le résidu inté¬ 
gral relatif à une aire donnée, si d’ailleurs on indique cette opération 
à l’aide de la lettre caractéristique en écrivant cette lettre devant 
la fonction Z renfermée entre deux crochets trapézoïdaux et on pla¬ 
çant au-dessous et au-dessus de la lettre ^ les deux limites de i;, ôn 
aura 

Z~. H 

OU, ce qui revient au même. 


( 2 ) 


fVdv-fUdu 

L ____ 



Si faire S est comprise entre deux circonférences de cercle qui 
aient pour centre commun le pôle, l’équation (i) donnera 


(3) /, (Z) 

r. rz 

Zz=:li 

ou, ce qui revient au même, 

(-1) -gH^ (£/«)= f,(Zj. 

Comme on le voit, les équations fondamentales (i) et ( 3 ) s(^ 
déduisent immédiatement des définitions claires et précises qiu' 
nous avons adoptées. Ajoutons que pour tirer de ces équations les 
propriétés diverses des fonctions monodromes et monogëncs, expli¬ 
cites ou implicites, leur décomposition en fractions rationnelles, leur 
transformation ert produits composés d’un nombre fini ou infini de 
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Leurs, et leurs développements en séries périodiques ou non pério- 
ues, spécialement les théorèmes de ïaylor, de Lagrange et de 
)li, avec les conditions sous lesquelles ces théorèmes subsistent, 
iuffit de s’appuyer sur le principe général énoncé dans le § I, 
oir que le résidu intégral relatif à une aire limitée par un con- 
r unique, ou comprise entre deux contours, équivaut à la somme 
; résidus partiels relatifs aux diverses parties de cette aire décom- 
iée en éléments et à la somme des résidus partiels relatifs aux 
nts singuliers que renferme l’aire dont il s’agit. Ces points sin- 
iers seront de deux espèces distinctes, si la fonction Z se pré- 
ite sous la forme d’un rapport, en sorte qu’on ait 


;), r(s) étant deux fonctions qui demeurent raonodromes et mono- 
es dans toute l’étendue de l’aire AS. Alors, en effet, on vérifiera 
quation 

I Z 

it en posant 


F(^) = o, 


It en posant 


I 



par suite l’allixe d’un point singulier pourra être racine ou de 
quation (7) ou do l’équation (8). Alors aussi la somme des résidus 
rtiels relatifs aux racines do l’équation (7) ou de l’équation (8) sera 
que nous nommerons le résidu intégral do Z relatif aux racines de 
ne ou l’autre équation, et ce que nous désignerons à l’aide de la 
tation 


P 

O (F(^)) 


ou 


=: U 



z=lt 


) crochets trapézoïdaux étant appliqués ou au dénominateur ou au 
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numérateur du rapport suivant que les racines considérées véri¬ 
fieront, ou l’équation (7), ou l’équation (8). Lorsque ces deux équa¬ 
tions n’auront pas de racines communes, on aura évidemment 


( 9 ) 





iMl 

F,(^) ■ 


Pour montrer une application très simple des formules ici établies, 
considérons spécialement le cas où, r(:;) étant réduit à une fonction 
linéaire de on aurait 


w étant l’affixe d’un point renfermé dans l’aire AS. Alors le facteur. Z 
étant de la forme 

-? 

- — W 

l’équation ( 3 ) donnerait 


CO) ' .. = 

z=:n z=:ll 

par conséquent, eu égard à la formule (9) et à l’équation (10) du § T, 

(,.) 4i3iic)-*iiicc=f(„)+7in£)L 


De cette dernière formule on tire 

^ ^ ^ — W ^ W — U 

Zzzzn 

puis, en échangeant entre elles les deux lettres z et n^’, 

w ~ i> 

(,3) = + r £JV)). 

y *— -J ,0 — U Z — W’ 

■w ~ U 

Ajoutons que, si l’on nomme 


c, c, 



EXTRAIT N» 582. 


W3 

los affîxcs des points singuliers renfermés dans l’aire AS, c’est- 
a-dirc les racines de l’équation 


(jui olfrcnt des modules compris entre les rayons des deux cercles 
liiuitatcurs, le résidu intégral 

= t-* 

P 

Z — 

wz=:ii 

composé de résidus partiels correspondants à ces racines, sera une 
somme d(! termes de la forme 




le modiih' de. ‘C pouvant être supposé aussi petit que l’on voudra. Cela 
posé, ré({uatiou (i 3 ) aura la vertu de transformer une fonction mono- 
drome l't monogène (juelconque f(s) de la variable s en une somme 
d(“ moyciiiiu's isotro])i(jues dans chacune desquelles la fonction sous 
11' sigiu^ I sera proportionnelle à un rapport de l’une des trois formes 


le modid(^ de .s étant com|)ris entre los modules de u et de c, et le 
modidci de ^ pouvant être supposé infiniment petit. Or les dérivées de 
ci's trois rapports dillercntiés une ou plusieurs fois par rapport k z, 
étant aussi bien que c('.s rapports eux-mêmes des fonctions ration- 
ntdb's, par c.onséqnent des fonctions monodromes et monogènes de 
on déduit immédiatement de la formule (i 3 ) la proposition suivante : 

T'iiKonéMi':. — Lex dë/wées des divers ordres de fonctions monodromes 
et rnonogènes d'une xiariahle sont encore des fonctions monodromes et 
niü/wgëncs. 

Axi reste, los formules (i) et (i 3 ) étant pareilles à .celles que 
nous avons déjà obtenues dans de précédents Mémoires, spéciale- 
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ment aux formules (i 5 ) et (20) du Mémoire sur l’application du 
Calcul des résidus à plusieurs questions importantes d’Analyse {voir 
le Tome XXXII des Comptes rendus, page 207) ('), il est clair que la 
nouvelle théorie, appuyée sur des bases dont la solidité est manifeste, 
reproduira les résultats déjà trouvés par moi-même ou par d’autres 
auteurs, par exemple les théorèmes énoncés à la page 212 et à la 
page 704 du Tome XXXII déjà cité (■). 


583 . 

Analyse matiiéjiatique. — Addition au Mémoire sur les fonctions 
quadratiques et homogènes. 

C. R., T. XLIV, p. 4 i 6 (2 mars 1857). 

On a pu remarquer la facilité avec laquelle, des formules ( 3 ) et (\) 
du premier paragraphe (page 423), se déduisent, dans le second, les 
théorèmes 1 , II, III dont le premier est connu depuis longtem()s, et 
dont le troisième était déjà énoncé dans le Mémoire sur iéquation qui 
détermine les inégalités séculaires du mouvement des planètes. Ajoutons 
que la dernière partie du second théorème est une conséquence immé¬ 
diate du troisième. En effet, deux racines j,, y.^ de l’équation F= o, 
qui comprennent entre elles une racine y' de l’équation a = o, n(! 
pourront évidemment devenir égales sans coïncider avec y'. Il y a 
plus : la formule ( 3 i) de laquelle se tire le second théorème, pourrait 
être déduite de la formule (26) par un raisonnement analogue à celui 
qui sert à démontrer le premier théorème (page 368 ), et, pour y par¬ 
venir, il suffirait de considérer les valeurs des variables a, 6, ..., 
ï], 9 , correspondantes au cas exceptionnel où deux racines j,,/» sont 

(>) OEuvres de.Cauchfi S. I, T. XI, p. 3 oG. 

( 2 ) Ibid., S. I, T. XI, p. 3 n et 384 . 
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alo.s, comme les limites de valeurs que ces variables acquièrent 
land lu différence — J, devient infiniment petite. 

.Te. remarquerai encore que la formule (aS), avec le second tliéo- 
me qui en est une conséquence immédiate, s’était déjà produite-, 
montrée il est vrai d’une autre manière, dans le Blémoire de 
Duhatmd qui a pour titre : Sur le mouvement de la chaleur dans 
’ système (nielconque de points. 


584. 

(i.u.cm, iXTKcrtAt,. — Mémoire sur l'intégration d’un système 
d'équations différentielles. 

U., T. XLIV, p. 59.8 (tü mars 1857). 

Aujourd’hui absorbé par les préoccupations douloureuses qui le 
li(uinp,nt [)r!“s du lit d’un frère bicn-aimé, très gravement malade, 
iiileiir r(q)roduira plus tard les résultats auxquels il est parvenu. 


585. 

C. U., T. XLIV, p. 595 (93 mars 1857). 

(fvi.ci’i, iNTKun.M.. — .M. Augustin Cauchy présente à l’Académie la 
lite de ses recberebes sur l’intégration d’un système d’équations 
n’érentii'lb'S. 


586. 

vm;uu iNTKGKAi,. — SuT l’intégration des- systèmes d équations diffe- 
reruidles, et spécialement de, ceux qui expriment les mouvements des 
astres. 

C. R., T. XLIV, p. 8 o 5 (20 avril iSS;). 

Supposons données n équations différentielles entre n inconnues a;, 
Z, ..., U, V, w et le temps t. Les valeurs de ces inconnues, fournies 
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par les intégrales générales de ces équations différentielles, seront 
des fonctions de t qui resteront monodromes et monogènes dans le 
voisinage d’une valeur donnée de t, si, dans ce voisinage, les déri¬ 
vées des inconnues sont elles-mêmes, en vertu des équations, diffé¬ 
rentielles, des fonctions monodromes et monogênes de ces inconnues, 
et si, pour la valeur donnée de l, ces dérivées ne s’évanouissent pas. 
II y a plus : dans le cas dont il s’agit, les valeurs des inconnues 
seront développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances entières et positives de la variation attribuée à L, pourvu 
que le module de cette variation ne dépasse pas une certaine limite 
supérieure. ■ 

Ajoutons que les valeurs des inconnues, fournies par les intégrales 
générales, ne peuvent généralement vérifier, pour une même valeur 
de t, deux équations de condition qui ne renfermeraient aucune con¬ 
stante arbitraire. 

De CCS principes appliqués au système des équations qui repré¬ 
sentent les mouvements simultanés de plusieurs astres, on conclut 
que les valeurs des inconnues comprises dans ces équations seront 
généralement développables en séries ordonnées suivant les puis¬ 
sances entières et positives de t, dans le voisinage de toute valeur 
finie de ^ à laquelle correspondront des valeurs finies des inconnues, 
à moins que cette valeur ne fasse évanouir runc des variables qui 
représentent les distances mutuelles des astres donnés. 

Toutefois les développements des inconnues en séries ordonnées 
suivant les puissances entières et positives du temps offrent l’incon¬ 
vénient très grave d’exiger, dans le cas même où ils sont convergents, 
des calculs très pénibles, vu que la convergence est très lente quand 
le temps a une grande valeur. Pour ce motif, il convient de substi¬ 
tuer au temps d’autres variables qui permettent d’obtenir à toutes les 
époques, et surtout pour de grandes valeurs de i, des développements 
dont la convergence soit assez rapide pour que les calculs puissent 
s’effectuer sans un immense labeur. On y parvient, dans le mouve¬ 
ment elliptique, on considérant les inconnues qui déterminent l’or- 
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bite décrite par une planète■ autour du Soleil, ou par un satellite 
autour de la planète qu’il accompagne, comme fonctions d’une 
variable que nous appellerons la clef de l’orhile, et qui n’est autre 
chose que l’exponentielle trigonométrique dont l’ai’gument est l’ano¬ 
malie moyenne. Comme on peut aisément le démontrer, les diverses 
inconnues, dans le mouvement elliptique, sont des fonctions mono- 
dromes et monogènes de la variable qui représente la clef de l’orbite, 
dans le voisinage de toute valeur de cotte variable qui a pour module 
l’unité. 

Dans le cas où l’on considère, non plus une planète tournant autour 
du Soleil, ou un satellite tournant autour d’une planète, mais plu¬ 
sieurs planètes circulant autour du Soleil, et un ou plusieurs satellites 
tournant autour de chaque planète, la première approximation donne 
encore pour chaque orbite une ellipse à laquelle correspond une clef 
spéciale. On peut d’ailleurs supposer que, dans chaque équation dif¬ 
férentielle, la fonction perturbatrice est multipliée par un coefficient 
que nous appellerons le régulateur, et qui passe de la valeur zéro à 
la valeur i quand on passe du mouvement elliptique au mouvement 
troublé. 

Cela dit, supposons toutes les inconnues développées suivant les 
puissances ascendantes du régulateur. Les premiers termes des déve¬ 
loppements, c’est-à-dire ceux que fournit la première approximation 
et qui répondent aux mouvements elliptiques, seront des fonctions 
monodromes et monogènes des clefs des diverses orbites décrites par 
les diverses planètes autour du Soleil et par les divers satellites autour 
do leurs planètes. Ces premiers termes seront donc développables sui¬ 
vant les puissances entières positives, nulles ou négatives des diverse.s 
clefs. Je me suis demandé si les termes suivants n’étaient pas suscep¬ 
tibles, sous certaines conditions, de développements du même genre; 
et pour éclaircir cette question, j’ai soumis à l’analyse le problème 
qui consiste à déterminer les mouvements simultanés du Soleil, d’une 
planète et d’un satellite de cette planète circulant dans un même 
plan, de telle sorte que les orbites décrites par la planète autour du 
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siste à muUipliei’ chacune des variables que comprend la fonction 
donnée w par une variable auxiliaire G, que l’on fait passer de la 
limite zéio a la limite i. La fonction ainsi transformée peut être con¬ 
sidérée comme une fonction de G. Si d’ailleurs on désigne à l’aide de 
la lettre caractéristique c/l et de ses puissances entières ... 

ce que deviennent, quand la variable G s’évanouit, tes dérivées de la 
fonction co transformée comme on vient de le dire et dilférentiée une 
ou plusieurs fois par rapport à 0, on reproduira'la fonction co en la 
multipliant par 1 exponentielle symbolique e^'l, en sorte qu’on aura 
identiquement 


(') 


-h eflù) ■ 


I . 2 


I 



Ajoutons que, dans la formule (i), on ne devra pas remplacer c/i® par 
l’unité, attendu que représentera, non la valeur générale delà 
tonction w, mais la vah'ur particulière qu’elle acquiert quand les 
variables 

• • • 


s’évanouissent simultanément. 

L(^s divers termes que comprenait le développement de ce en série 
multi[)le ordonné(ï suivant les puissances ascendantes des variables a;, 
y, Z, ...,sc trouvent réunis par groupes dans le dernier membre de 
la formule (i), où la somme des termes que renferme un seul groupe 
est re,présentée par uikï expression de la forme 


__ 

I . 2.3 . . . /^ 


Ini variable auxiliaire 0, qui a ôté transi toi renjent introduite dans le 
calcul, mais qui a fini par disparaître et que ne renferme plus la for¬ 
mule (i), a servi à régler la répartition opérée dos divers termes de 
la série multiple entre les divers groupes, par conséquent entre les 
divers termes do la série simple; et c’est pour ce motif que nous don¬ 
nons à cette variable le nom de régulateur. 

Au reste, pour que la formule (i) subsiste, il n’est pas absolument 
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nécessaire que la fonction des variables x, y, z, représentée 
par CO, soit monodrome, monogène et finie par rapport à chacune 
d’elles, pour tous les modules inférieurs à ceux que l’on assigne à 
la variable, et l’on peut évidemment énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Pour qu’un régulateur G permette de développer une 
fonction co en une série simple, il suffit que l’introduction de ce régula¬ 
teur dans la fonction donnée la transforme en une fonction de 0 qui 
reste monodrome, monogène et finie pour tout module de 0 inférieur à 
l’unilè. 

Il pourra d’ailleurs arriver que le développement fourni par l’intro¬ 
duction du régulateur reste convergent dans des cas où le développ(>,- 
ment ordonné suivant les puissances ascendantes d’une variable x, 
ou J, ou -, ... deviendrait divergent. 

La formule (i) continuerait évidemment de subsister sous la condi¬ 
tion indiquée par le théorème II, si la fonction donnée co renfermait 
avec les variables x, y, z, ... divers paramètres a, 6", y, ..., et si h' 
régulateur 0 était introduit dans la fonction comme multiplicateur, 
non plus des variables x, y, -, ..., mais des paramètres a, $, y, , 
ou de quelques-uns d’entre eux. Il y a plus : on peut considérer 
comme régulateur toute variable auxiliaire que l’on Introduit dans 
une fonction co, en assujettissant cette variable à la seule condition 
que la fonction reprenne, pour 0 = i, la valeur assignée. Le choix à 
faire de ce régulateur mérite une attention spéciale, puisque de ce 
choix dépendent tout à la fois et l’existence de la formule (i) et la 
convergence plus ou moins rapide de la série qui représente dans 
cette formule le développement de co. 

L’intervention des régulateurs et de la formule (t) peut être appli¬ 
quée avec succès à la détermination des fonctions implicites aussi 
bien qu’à celle des fonctions explicites. 

Effectivement, considérons une ou plusieurs inconnues assujetties 
à vérifier ou des équations finies, ou des équations différentielles 
données, ou même des équations aux dérivées partielles. Ces incon- 
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nues seront généralement des fonctions des variables et des para¬ 
mètres renfermés dans les équations dont il s’agit. Si d’ailleurs on 
ne peut arriver à obtenir les valeurs des inconnues on termes finis, 
on devra chercher à développer ces valeurs en séries convergentes. On 
y parviendra pour l’ordinaire à l’aide de la formule (i), en suivant la 
marche que nous allons indiquer. 

Il arrive très souvent qu’il devient facile d’assigner les valeurs 
qu’acquièrent les inconnues pour des valeurs particulières de para¬ 
mètres compris dans les équations données ou dans leurs intégrales. 
Alors on pourra prendre pour régulateur une variable auxiliaire 0, 
par laquelle on multipliera ces paramètres. Ainsi, par exemple, en 
Astronomie, quand il s’agira de déterminer les coordonnées de l’or¬ 
bite qu’une planète décrit autour du centre du Soleil, on pourra 
prendre pour régulateur une variable 0 par laquelle on multipliera 
les masses perturbatrices, et même, si l’on veut, les excentricités d(w 
diverses orbites. Cela posé, les développements que fournira la for¬ 
mule (i) auront pour premiers termes les valeurs des coordonnées 
dans une première approximation, c’e.st-à-diia^ dans le mouvement 
(dliptique, ou même dans le mouvement circulaire d’une planète qui 
tournerait seule autour du Soleil. 

Ajoutons que si un même paramètre reparaît à diverses places, soit 
dans les premiers membres des équations données, soit dans les inté¬ 
grales de ces équations, on pourra le supposer multiplié par le régu¬ 
lateur, non dans toutes les places dont il s’agit, mais seulement dans 
quelques-unes de ces places. Cette remarque (ist importante, comm(! 
nous le verrons plus tard, et permet de simplifier notablement la 
solution des problèmes que présente l’Astronomie mathématique. 

Remarquons enfin que, dans un grand nombre de cas, il peut être 
utile d’employer successivement ou même simultanément, deux, trois, 
quatre, ..., régulateurs distincts. 

Si, pour fixer les idées, on emploie, outre le régulateur 0, un autre 
régulateur yj, alors, en appliquant les deux régulateurs à la détermi¬ 
nation de CO, et nommant o ce que devient quand on passe du pro- 
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mier régulateur au second, on obtiendra, au lieu de la formule (i), la 

suivante : 

( 2 ) w = 


588 . 


Astronomie .mathématique. — Méthode nouvelle pour la détermination 

du mouvement des astres. 


C. R., T. XLIV, p. 85i (27 avril i85-). 


Pour calculer les mouvements des astres dont sc compose notre 
système planétaire, savoir le mouvement des planètes autour du 
Soleil et des satellites autour des planètes, j’aurai recours à des ap¬ 
proximations successives. Je prendrai pour inconnues les distances 
des planètes au Soleil et des satellites d’une planète à cette planète 
même, ou plutôt les coordonnées relatives qui expriment les projec¬ 
tions algébriques de ces distances sur trois axes fixes rectangulaires. 
Alors, la dérivée du second ordre de chaque inconnue différentié(> 
deux fois par l’apport au temps se composera de deux parties, dont 
l’une se rapportera au mouvement elliptique, l’autre étant la fonction 
perturbatrice. D’ailleurs, je développerai chaque inconnue en une 
série simple ordonnée suivant les puissances ascendantes d’un régu¬ 
lateur 0, par lequel je multiplierai toutes les fonctions perturbatrices, 
et que je réduirai définitivement à l’unité. Cela posé, w étant l’une 
quelconque des inconnues, et Jl la lettre caractéristique qui corres¬ 
pond au régulateur ô, j’aurai 


(O 


c/f Cù Jfcù 

CO — 6) H- e/| CO H-1-r: 

1 . 2 " 1 . 2.0 


Le premier terme 




de cette série sera la valeur de co qui correspond au mouvement ellip¬ 
tique. 
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2e n’est pas tout : on peut très aisément déduire le mouvement 
iptique lui-même du mouvement circulaire. En effet, considérons 
e planète dont la distance au Soleil ne puisse ni croître, ni décroître 
léfiniment; cette distance r étant alors nécessairement comprise 
tre deux limites, l’une supérieure, l’autre inférieure, nommons a 
iemi-somme de ces limites, et e le rapport de leur demi-différence 
eur demi-somme; a sera ce qu’on nomme la dislance moyenne, 
e qu’on nomme \'excentricité à.e l’orbite, et la différence entre le 
)port ^ et l’unité, étant numériquement inférieureà £, sera le pro- 

it de £ par une quantité numériquement inférieure à l’unité. Cette 
antité sera donc le cosinus d’un certain angle (p, qu’on nomme 
nomalie excentrique, en sorte qu’on aura 

/• = a(i — scosip). 

;st aisé d’en conclure que 'p est lié à t par une équation do la forme 

il* — £ siin[/ = 7”, 

‘tant une fonction linéaire de l, qu’on nomme l'anomalie moyenne, 
sorte qu’on a 




£ COS '.J^ 


ésignant une constante qui représente la vitesse angulaire moyenne, 
la posé, pour déterminer les coordonnées de la planète dans le mou- 
nent elliptique, et même pour les exprimer en termes finis, il suffira 
substituer à la variable indépendante / l’exponentielle trigonomé- 
que qui a pour argument l’anomalie moyenne en posant 

b- ^ y 

d’introduire dans les équations du mouvement un nouveau régula- 
ir 7 ] considéré comme multiplicateur de l’excentricité e. En dési- 
rnt par o la lettre caractéristique relative à ce nouveau régulateur, 
nommant u une inconnue quelconque, on aura 


V =: -J — 0“ 'J -t- O J • 


o-’j 0''V 

1.2 1.2.3 
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et cette dernière formule, appliquée à la détermination des coordon¬ 
nées, donnera simplement 

(j) V — è°v -+- è'j, 

OU étant alors une quantité constante. 

J’ajouterai que la formule (6) fournit le développement en série 
simple de chacun des termes compris dans le second membre de la 
formule (i), quand on considère le régulateur -q comme multiplica¬ 
teur, non seulement de l’excentricité t de l’orbite de l’astre dont on 
cherche les coordonnées, mais encore des excentricités s,, z.,, ... des 
autres orbites. Alors, en nommant 

'}'l, ^2, 4'3> ••• 

ce que devienj; 4' quand on passe de la première orbite aux autres, et 
en prenant pour variables indépendantes ..., je déduis les 

variations des coordonnées d’équations à coefficients constants, du 
second et du troisième ordre, qui paraissent dignes de romai'que. 
Dans un prochain article, je donnerai ces équations et je rechercherai 
si l’on peut toujours développer leurs intégrales en séries de t('rmes 
proportionnels à des produits de la forme 

( 8 ) 

h, k, l, ... étant des quantités entières, et ç, ç,, • •• l«s (îxponen- 

tielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomaliiis excen¬ 
triques. Si, d’ailleurs, on pose 

.s=:e''’î, 

s sera la clef de Vorbite de la planète dont la distance moy('nne an 
Soleil est représentée par a, et si l’on nomme J,, s.,, ... les clefs des 
autres orbites, le produit (8) pourra toujours être développé suivant 
les puissances ascendantes et descendantes des clefs 


.9j[, ,92» .... 

Enfin, après avoir discuté la question relative au développement 
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5 coordonnées des divers astres en séries ordonnées suivant les 
issances ascendantes et descendantes des clefs des diverses orbites, 
rechercherai les conditions de convergence des séries obtenues, 
quelles seront aussi évidemment les conditions de stabilité du sys- 
ne planétaire. 


589 . 

Astronomie mathématique. — Sur l’emploi des régulateurs 
en Astronomie. 

G. R., T. XLIV, p. 8g6 (4 mai iSSy). 

l’ai indiqué dans la séance précédente les avantages que présente 
mploi dos régulateurs dans l’Analyse mathématique. J’ajouterai que 
n peut supposer développés suivant les puissances ascendantes d’un 
j'ulateur donné, non seulement les variables, mais encore les para- 
itres que renferment les équations données, linies ou différentielles, 
même aux dérivées partielles. Cette dernière remarque permet, 
ns un grand nombre de questions, et particulièrement en Astrono- 
e, de rendre monodromes et monogènes les variations des divers 
1res d’inconnues développées en séries suivant les puissances ascen- 
ntes d’un même l’égulateur. Ainsi se trouve résolue la question sou- 
ée dans mon dernier Mémoire, relativement à la possibilité de dé- 
opper les coordonnées qui déterminent les orbites des planètes 
irnant autour du Soleil, ou des satellites tournant autour des pla¬ 
tes, suivant les puissances ascendantes et descendantes des expo- 
ntielles trigonométriques qui ont pour arguments les anomalies 
centriques ou les anomalies moyennes, et par suite suivant les 
issances ascendantes et descendantes des clefs des orbites. C’est ce 
e j’expliquerai plus au long dans un prochain Mémoire. 
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rable pour la Science, que vient de faire l’Académie dans la personne 
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questions les plus variées des Mathématiques pures et dos Mathéma¬ 
tiques appliquées à la Mécanique, à la Physique et à l’Astronomie. « 
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[T2J 


lT2apl 

)) 

294, 295 
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XXI 
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lJ4d| 
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[Ü2] 

n 

[D2J 

XX 

354 

[I22b] 

XXIV 

[D2aSj 

)) 

355 

[T2al 


lD3boi] 
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CO 
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fT3bl 

XXVIII 
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[V9J 

)) 

434 à 436 

[T3b] 

)) 

437 

{B3coc] 

XXIX 

438, 439 

[Hlcl 

)) 

440 

[V9J 

)) 

441 

fB12bl 

J) 

442 

[C2h] 

)) 

443 

[V9| 

)) 

444, 445 

[T2a] 

» 

44-6 

[H5d] 

» 

447 

[T2a] 

)) 

448 
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450, 451 
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XXXV 
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|B12c] 

)) 

Tome XII des Œuvres 
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fR8cJ 
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)) 

520, 521 

IClcJ 
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» 

525 à 530 
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I. — Mémoires extraits des Mémoires présentés pnr divers savants 
h VÂcadcniLC des Sciences, 

Tomes 

c de la propagation des ondes à la surface d’un fluide, pesant d’une profon- 
* indéfinie. I 

res sur les intégrales définies. ï 

IL — Mémoires extraits des Mémoires de VJeadémie des Sciences, 

istration du théorème général de Fermât sur les nombres polygones . :-- II 

re sur l’intégration d’une classe particulière d’équations dilTérontielles et 
loire sur l’intégration des équations aux différences partielles, du premier 
‘0 à un nombre quelconque de variables. Il 

edigéo par l’auteur sur le dernier de ces deux Mémoires (-27 janvier i 8 r 8 ). Il 

résolution analytique des équations de tous les degrés par le moyen des 
grales définies.'. Il 

le M. Delambro sur ce Mémoire. II 








472 TABLE GÉNÉRALE LES MATIÈRES 

Tomes 

Mémoire sur la torsion et les vibrations tournantes d’une verge rectangulaire.... Tï 

Mémoire sur la Théorie de la lumière (P Partie et IP Partie). Il 

Mémoire sur la polarisation rectiligne et la double réfraction. Il 

Mémoire sur la rectification des courbes et la quadrature des surfaces courbes ... Il 

Mémoire sur les conditions relatives aux limites des corps et en particulier sur 
celles -qui conduisent aux lois de la réflexion et de la réfraction de la lumière... 11 

Mémoire sur les rayons lumineux simples et sur les rayons évanescents. II 

Mémoire sur le Calcul intégral... Il 

Notes relatives à ce Mémoire..*. Il 

-Alcmoire sur les systèmes d’équations linéaires différentielles, ou aux dérivées par¬ 
tielles à coefficients périodiques et sur les intégrales élémentaires de ces mômes 
équations. II 

Mémoire sur les vibrations d’un double système de molécules et de l’étlier con¬ 
tenu dans un corps cristallisé. il 

Mémoire sur les développements des fonctions en séries périodiques. Il 

Second Mémoire sur l’application du Calcul des résidus aux questions do PIiysi([iio 
mathématique. ü 

Mémoire sur divers points d’Analyse. Il 

Mémoire sur le développement do/(Ç) suivant les puissances ascendantes d(‘ //, 

Ç étant une des racines de l'équation z ,x — h. (■k>(z) = o .. Il 

Extrait du Mémoire sur l’intégration des équations aux différences partielles. II 

Extrait du Mémoire sur quelques séries analogues à la série do Lagrange sur les 
fonctions symétriques et sur la formation directe des équations que produit 
l’élimination des inconnues entre des équations algébriques données. lî 

Mémoire sur l’équation qui a pour racines les moments d’inertie principaux d’un 
corps solide et sur les diverses équations du même genre. Il 

Mémoire sur le mouvement d’un système do molécules qui s’attirent ou se 
repoussent à do très petites distances et sur la Théorie de la lumière. Il 

Démonstration analytique d’une loi découverte par M. Savart et relative aux vibra¬ 
tions des corps solides ou fluides. ][ 

Mémoire sur la Théorie des nombres. IH 

Quatorze Notes. 1]1 

Mémoire sur les systèmes isotropes de points matériels.. Il 
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Ilf. — Notes et articles extraits des Comptef, rendus hebdomadaires 
des séances de l'Académie des Sciences (ï). 


CLASSE A, 


(Algèbre élémentaire; théorie des équations algébriques et transcendantes; 
groupes de Galois; fractions rationnelles; interpolation.) 

Tomes Pages 


583. Addition au Mémoire sur les fonctions quadratiques et homo- 

g^i^cs. XTI- 44S 

581. Note sur les résultantes anastrophiques_‘.. XII 482 

] 150. {Simple énoncé.) {Cf. kh^) . yt 3(55 

579. Sur la résolution des équations algébriques. Xïl 4 jS 

] 14. Note sur un théorème relatif aux racines des équations simul¬ 
tanées. IV g J 

] 219. Note. Vin 17 

J 16; 17, 18. xMéthodo générale pour la détorininalion des ra- ) / 88 

cinos réelles des équations algébri(iuos ou môme trans- > IV 98 
coudantes. | ( (^(j 

I 107. Sur la résolution numérupie des équations algébriques et 

transcondantos (C/. A3b). V 45 “) 

] 108. Mémoire sur divers points d’Analyso {Cf. A3b). V 473 

127. Mémoire sur la nature et les propriétés des racines d’une 

é(|uation (jiii renferme uu paramètre variable. VI 17 .) 

I 580. Sur les fonctions fiuadratiques et homogènes de plusieurs 

variables {Cf. B 10b). XH 421 

I 103. Sur les fonctions interpolairos. V 4 o() 

I 118. Mémoire sur diverses formules d’Analysc {Cf. D 6 bP). VI 63 

fA2aJ Fe//' lC2gl 298. - |A3b] Foir fA3gl 107, 108; [I12b] 

122, 123. -- |A3dJ Voir [D3c[3J, 13. — |A3g] Foir[Bi2h\ 

441; |D3cfi| 15; |U21383. — [ASg) [B12bJ 4M.— 

[A4a| I J4j. - |A5al Foir |AlbJ 150. 


Ces Notes et articles ont été (da.ssés d’après des indications do Vindex du Répertoire biblio- 
que des Sciences mathématiques. On a reproduit, d’après \Index, le titre de chaque classe 
s les classes les plus chargées, la signification des divisions les plus importantes. Lorsqu’une 
3 rangeait à la fois dans plusieurs divisions, ou n'a reproduit son titre qu’à l’une d’elles (eu 
e, à celle rpii a pn,ru la plus importante ) ; mais on a fait suivre ce titre d’un renvoi, qui 
de connaître plus complètement la nature du sujet traité. Do plus, à la fin de chaque divi- 
( la Table, on a classé les renvois qui y sont relatifs de la manière qui a paru la plus coni- 
loiir permettre de retrouver rapidement dans les autres classes les énoncés correspondants. 
)Ewi'es de C, — S. ï, T. XII. 60 
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CLASSE B. 

(Déterminants; substitutions linéaires; élimination; théorie algébrique des formes: 
invariants et covariants; qiiaternions ; équipollences et quantités complexes.) 


Tomes Pages 


[Bla] 

121. Note sur la formation dos fonctions alternées qui servent à 




résoudre le problème de l’élimination. 

VI 

87 

[BSa] 

120. {Simple énoncé^ .. 

VJ 

86 

fB12b] 

441. Sur les quantités géométriques, et sur une méthode non- 




voile pour la résolution des équations algébriques do 
degré quelconque (C/. A3g). 

XI 

i52 

[B12c] 

374. Mémoire sur l’application de la nouvelle théorie des imagi- 




naires aux diverses branches dos Sciences mathématiques. 

X 

35i 

[B12c] 

514. 516. Sur les clefs algébriques. 

X X 

) - i ) - i 

439 

12 

fB12c] 

517. Sur les avantages que présente, dans un grand nombre de 




questions, l’emploi des clefs algébriques {Cf. B 3 a) . 

XII 



[B3a] roù-[B12c] 317. — [BlOb] [A3j] 380. — |B12c] 




Voir [I3c] 369. 




CLASSE C. 




(Principes du Calcul différentiel et intégral; applications analytiques; quadratures; intégrales 
multiples; déterminants fonctionnels; formes dilTércnticlles; opérateurs différentiels.) 


fClal 

218. 

Mémoire sur l’Analyse infinitésimale ... 

VIIl 

11 

[Clc] 

520, 

521. Mémoire sur les différentielles et les variations cm- , 

î XII 

1 

( 46 



ployées comme clefs algébriques {Cf. ES) . * 

i r.4 

|Clf| 

237. 

Mémoire sur la théorie analytique des maxima maximoriim 





et des minima mlnimorum. Application do cette tliéorie 
au calcul des limites et à l’Astronomie. 

VIII 

128 

fClî] 

363. 

Mémoire sur les maxima et minima conditionnels . 

X 

285 

LC2] 

288. 

Mémoire sur .la détermination approximative des fonctions 





représentées par des intégrales . 

IX 

J 64 

[C2g] 

298. 

Mémoire sur divers théorèmes d’Analyse et de Calcul inté¬ 





gral (C/. A2a).•. 

IX 

266 

fC2hl 

153. 

Note sur quelques théorèmes de Calcul intégral ((7/. H 10b). . 

VI 

375 

[C2h] 

348. 

{Simple énoncé.) . 

X 

ïS 6 

[C2h] 

402, 

403, 410. Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions 


[ 17 



d’une ou de plusieurs variables, et sur les fonctions iso¬ 

1 i 

21 



tropes . 


' 49 

fG2h] 

442. 

Mémoire sur quelques théorèmes dignes de remarque, con¬ 





cernant les valeurs moyennes des fonctions de trois va¬ 
riables indépendantes {Cf. R5b). 

XI 

T 60 
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112. Sur les intégrales multiples. 

Tomes 

VI 
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rages 

5 

[C2i] 

130. Mémoire sur l’emploi de la transformation des coordonnées 
pour la détermination et la réduction des intégrales défi¬ 
nies multiples. 

VI 

217 

[C2j] 

131. Mémoire sur les diverses transformations remarquables de 
la fonction principale qui vérifie une équation caractéris¬ 
tique homogène aux dilférences partielles {Cf. HlOb).... 

VI 

225 

[C2k] 

128. Sur la détermination et la transformation d’un grand nombre 
d’intégrales definies nouvelles. 

VI 

187 

[C2k] 

135. Note sur la transformation des sommes d’intégrales. 

VI 

260 

[C21] 

331. Sur les intégrales qui s’étendent à tous les points d’une 
courbe fermée. 

X 

70 

[C211 

340. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous 
le signe J change brusquement de valeur. 

X 

i33 

[C5] 

412. Théorèmes divers sur les fonctions différentiellos et sur les 
valeurs moyennes des fonctions. 

XI 

58 

[C5] 

569. Sur les produits symboliques et les fonctions symboliques.. 

XII 

344 

tC5] 

570. Sur la transformation des fonctions symboliques en moyennes 
iso tropiques. 

XII 

365 


[C2k] Foir [V9] 138. — [C21] Foir [D3ccc] — [Cg3j 
Pmr [V9] 493. 

CLASSE D. 


(Théorie générale des fonctions et son application aux fonctions algébriques et circulaires; séries et 
développements infinis, comprenant en particulier les produits infinis et les fractions continues 
considérées au point de vue algébrique; nombres do Bernoulli; fonctions sphériques et analogues.) 


1, 2. — Fonctions de variables réelles. Séries et développements infinis. 


[Dlb] 

[Dlb] 

[Dlb] 

[D2] 

[D2aa] 

[D2aa] 

[D2aa] 


262. Sur un nouveau genre de développement des fonctions, 
qui permettra d’abréger notablement les calculs astro¬ 
nomiques. 

264. Mémoire sur plusieurs nouvelles formules qui sont relatives 

. au développement dos fonctions en séries. 

266. Mémoire sur une extension remarquable que l’on peut 
donner aux nouvelles formules établies dans les séances 

précédentes. 

277. Mémoire sur l’emploi des variables complémentaires dans 

le développement des fonctions en séries. 

238. Mémoire sur les modules des séries. 

268. Sur les séries multiples et sur les séries modulaires. 

572. Observations de M. Augustin Cauchy sur une Note publiée 
dans le Compte rendu de la dernière séance par M. Ca¬ 
talan (Cf.Vd) . 


VIII 

3i5 

VIII 

336 

vm 

359 

IX 

5 

VIII 

i33 

VIII 

375 

XII 

391 
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Tomes Pages 

[D2aY] 518. Note sur les séries convergentes dont les divers termes 
sont des fonctions continues d’une variable réelle ou 

imaginaire, entre des limites données. XIl 3o 

[D2ao] 278. Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes de remarque, 

auxquelles on se trouve conduit par la considération de 

séries multiples et divergentes. IX 19 

[D2b] 271. Mémoire sur les fonctions qui se reproduisent par substitu¬ 
tion ( 6 /. F). VQI 389 

[D2b] 489. Mémoire sur la sommation des termes de rang très élevé 

dans une série simple ou multiple. XI 354 

fD2ba] 149. Note sur le développement des fonctions en séries. VI 359 

[D2ba] 256. Mémoire sur divers théorèmes relatifs à la convergence des 

séries. VIII 264 

[D2ba] 258. Note sur diverses propriétés remarquables du développe¬ 

ment d’une fonction en série ordonnée suivant les puis¬ 
sances entières d’une môme variable.... VIII *287 

[D 2 ba] 458. {Simple énoncé.) . XI 227 

[D 2 ba] 545. Sur un théorème général qui fournit immédiatement, dans 

un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une 
série simple ou multiple demeure convergente (C/. H1 a).. XII 191 

fD2c] 261. Note sur les propriétés de certaines factorielles et sur la 

décomposition des fonctions en facteurs. VIII 3ii 

[D2c] 272. Mémoire sur les progressions des divers ordres {Cf. F) — VIII 898 

fD2c] 459. Rapport sur un Mémoirq relatif au développement de l’expo¬ 
nentielle en produit continu; par M. Fedor Thomcui... XI 227 

[D2c] 460. Mémoire sur la décomposition des fonctions en facteurs. ... XI 229 

[Dlb] Voir [U4] 265. - [D2ba] Voir [D3baJ 216. - [D2c] 

Voir [FJ. 

3, 4, 5. *- Théorie des fonctions au point de vue de Cauchy, 
de Weierstrass, de Ricmann. 

[D3a] 267. Mémoire sur quelques pr»opositions fondamentales du calcul 

des résidus et sur la théorie des intégrales singulières. VIII 86 (> 

[D3a] 269. Mémoire sur les fonctions complémentairos {Cf. I13b). VIII 878 

[D3a] 332. Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires (C/. D 5a). X 75 

[D3a] 480. Sur les fonctions de variables imaginaires. XI Soi 

[D3a] 492. Sur les fonctions monotypiques et monogenes. XI 376 

[D3a] 567. Sur la théorie des fonctions (C/. H la). XII 333 

[D3a] 582. Théorie nouvelle des résidus. XII 433 

[B3b] 495. M. Augustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire 

dans lequel il établit les conditions sous lesquelles sub¬ 
sistent les principales formules du Calcul des résidus, et 
démontre en particulier une proposition nouvelle. XI 384 


















LD3b] 

[D3b] 

[D3ba] 

[D3ba] 

[D3ba] 

fD3ba] 

[D3ba] 

[D3ba] 

[D3ba] 

[D3ba] 

[D3ba] 

|D3ba] 

LD3c] 

[D3c] 

[D3c] 

[D3c] 

[D3c] 

|D3c] 

[D3cJ 

[D3cJ 

[D3c] 
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Tomes Pages 

503. Sur le changement de variable indépendante dans les 


moyennes isotropiques. XI 4o3 

562. Considérations nouvelles sur les résidus. Xll Soo 

9. Extrait d’une Lettre à M. Coriolis (C/. DSfy) . IV 3(S 

58. Mémoire sur l’intégration des équations différentielles des 

mouvements planétaires (Cf. Ü3) . IV 4^'^ 

81. Considérations nouvelles sur la théorie des suites et sur les 

lois de leur convergence (C/. D3d, D3 cy) . V i 8 o 

147. Sur le développement du reste qui complète la série de 

Taylor en une série nouvelle. VI 347 

216. Note sur le développement dos fonctions en séries ordon¬ 
nées suivant les puissances entières positives et néga¬ 
tives des variables (Cf. D2baJ . VIII 5 

234. Note sur le développement des fonctions en séries conver¬ 
gentes ordonnées suivant les puissances entières des 
variables. VIII iry 

243. Mémoire sur les fonctions continues. VUÏ i45 

245. Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions. VIII 162 

274, Notes sur diverses conséquences du théorème relatif aux 

valeurs moyennes des fonctions. VIII 4 14 

279. Mémoire sur diverses propriétés remarquables et très géné¬ 
rales des fonctions continues. IX 62 


125. Mémoire sur des formules générales qui se déduisent du 
Calcul des résidus et qui paraissent devoir concourir 
notablement au progrès do l’Analyse infinitésimale. VI i49 

499. M. Augustin Cauchy présente à l’Académio un Mémoire sur 

le développement des fonctions en séries limitées. XI 386 

482. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à plusieurs 

questions importantes d’Analyse. XI 3oG 

483, 488. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à la \ l 

décomposition dos fonctions transcendantes en facteurs > XI | ^ 

simples (C/. D4b, F3d). ) ( 

500, 501. Mémoire sur le développement des quantités en séries ) | 887 


limitées. S ^ { 395 

502. Sur les restes qui complètent les séries limitées. XI 899 

536. Sur la transformation des fonctions implicites en moyennes 

isotropiques, et sur leurs développements en séries trigo- 

nomé triques. XII 148 

537. Formules générales pour la transformation des fonctions 

implicites en fonctions explicites (Cf. 112) . XÏI 162 

538. (Simple énoncé.) . XII 160 
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Tomos Pages 

[D3ca] 253. Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques 

aux fonctions périodiques dans les intégrales définies. VIII 226 

[D3ca] 281, 283, 284. Mémoire sur les approximations des fonctions de ) , l 

très grands nombres ((f/. U4, D3d). "" j 

y ( 84 

[D3ca] 282. Note sur les modules principaux des fonctions (é?/.ü4,D3 d).. IX 75 

[D3ca] 342. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction sous 

le signe J change brusquement de valeur {Cf, C 21 ).,... X i 35 

[D3ca] 422. Notes.‘. XI 82 

[D3ca] 437. Recherches nouvelles sur les.séries et sur les approxima¬ 
tions des fonctions de très grands nombres. XI i 34 

[D3ca] 496. {Simple énoncé.) . XI 385 

[D3cp] 10. Sur la résolution des équations. (Extrait d’une Lettre 

adressée à M. Libri.). IV 42 

[D3cp] 11. Extrait d'une Lettre sur un Mémoire publié à Turin, le 
16 juin i833, et relatif aux racines des équations simul¬ 
tanées . IV 45 

[D3c3] Première Lettre sur la détermination complète de toutes les 

racines des équations de degré quelconque ( Cf. D3fY)... IV 48 

lD3cp] 13. Deuxième Lettre sur la résolution dos équations de degré 

quelconque (C/. A3d). IV 6 [ 

[D3cp] 15. Note sur la résolution des équations de degré quelconque 

(G/. A3g). IV 84 

[D3c|3] 67. Mémoire sur la convergence des séries. Application du 

théorème fondamental aux développements des fonctions 
implicites.•. IV 5(8 

[D3cp] 556, 557, 558. Mémoire sur les variations intégrales des fonctions. XII 267 

( ^70 

[D3cp] 560. Sur les compteurs logarithmiques. XII 285 

[D3c|3] 561. Sur le dénombrement dos racines qui, dans une équation 

algébrique ou transcendante, satisfont à des conditions 
données. XII 293 

[D3cp] 578. Sur les compteurs logarithmiques appliqués au dénombre¬ 

ment et à la séparation des racines des é({uations trans¬ 
cendantes . XII 4 o 5 

[D3cy] 37 Note de M. Cauchy, Rapporteur : Sur les caractères à. l’aide 

desquels on peut distinguer, entre les diverses racines 
d’une équation algébrique ou transcendante, celle qui se 
développe en série convergente par le théorème de La- 
. grange.■. X n4 

[D3cy] 497. {Simple énoncé.) . XI 385 
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[D3cy] 506. Notes jointes au Rapport sur les recherches deM. Félix Chio 
et rédigées par le rapporteur : 

Première Note. — Sur la série de Lagrange et sur la 
règle do convergence que Lagrange a énoncée dans 

les Mémoires de Berlin de 1768 . XI 421 

Deuxième Note. — Sur le module principal du rap¬ 
port ^^ ^ ? /c étant une constante positive et 
f(z) une somme de termes proportionnels à diverses 


puissances de . XI 429 

[DSc^] 507. 7 'rowzè/? 2 c iVbjfe de M. Cauchy (sur les équations trinômes), 

annexée au Rapport sur de nouvelles recherches rela¬ 
tives à la série de Lagrange et présentées à l’Académie 
par M. Félix Chio, de Turin. XI 433 

[D3d] 270. Sur la convergence des séries multiples. VIII 386 

[D3d] 275. Mémoire sur la convergence de la série partielle qui a pour 

termes les divers coefficients d’une môme puissance d’une 
seule variable, dans une série multiple. VIII 422 

fD3d] 276. Mémoire sur diverses conséquences remarquables dos prin¬ 
cipes établis dans les séances précédentes {Cf. Ü4) . VIII 435 

[D3d] 280. Mémoire sur les séries syntagmatiques et sur celles qu’on 

obtient quand on dévclo])po les fonctions d’une seule va¬ 
riable suivant les puissances entières do son argument 
(C/. D2aa). TX 54 

[D3fJ 565. Sur les fonctions monodromes et monogènos. XII 323 

[D3g] 345- Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui 

s’étendent à tous les points d’une courbe formée, et sur 
celles qui sont prises entre des limites imaginaires. X r53 

füSgI 478. Mémoire sur les fonctions irrationnelles. XI 292 

[D3gl 479. {Simple énoncé.) . XI 3oo 

|D3g| 481. Addition au Mémoire sur les fonctions irrationnelles et sur 

leurs intégrales définies. XI 3o4 

I D5a] 551. Sur la distinction et la représentation des fonctions continues 

et discontinues. XIÏ 220 

[D3ba] Foin [V9] 233. — [D3c] Voir [U2] 389. — 

' [DScy] Voir [D3ba] 84; [V9| 336, 505. - [D3d] 

Voir [D3ba] 84; [D3ca] 281, 283, 284. — [D3e] 

Voir [V9] 535. - [D3fYl Voir [D3ba] 9; [D3cp] 12. 

— [D3g] Voir [V9] 484. 


6 . — Fonctions algébriques, circulaires et diverses. 

[D 6 a] 541. Sur la résolution des équations et sur le développement de 

leurs racines en séries convergentes. XII 167 
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Tomes Pages 

[D 6 a] 559. Sur la transformation des fonctions implicites en fonctions 

monodromes et monogènes, et sur les développements de 


ces fonctions en séries convergentes. XII 281 

[D 6 a] 564. Note sur un théorème de M. Puiseux.. XII 812 

[D 6 bp] 119, Sur le développement d’une fonction entière du sinus et du • 

cosinus d’un arc en série ordonnée suivant les sinus et 
les cosinus des multiples de cet arc.. VI 78 

[D 6 e] 542. Sur une formule de M. An^er et sur d’autres formules ana¬ 
logues. XII 171 

[D 6 ] Voir [Ü4] 254. — [D 6 bM [A5b], 118. 


CLASSE E, 

(Intégrales définies, et en particulier intégrales eiilériennes.) 

[El] 203. Mémoire sur la théorie des intégrales définies singulières 
appliquée généralement à la détermination des intégrales 
définies, et en particulier à l’évaluation des intégrales 


eulériennes. . VII 271 

[El] 2 SS. Noie sur los intégrales eulériennes. \'I1I 25(S 

[ElaJ 221. Recherches sur les intégrales eulériennes. VJII aS 

[Etc] 543. Sur l’induction en Analyse et sur l’emploi des formules sym¬ 
boliques . XII 177 

[Ele] " 220 . Sur un emploi légitime des séries divergentes (C/. D2aÇ)-* VITI 18 

[E5j 421. Notes. XI 8 i 

[Elc] Voir [H12b], 544. 


CLASSE F. 

(Fonctions elliptiques avec leurs applications.) 


,[Flcj 225. Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées 
entre elles par une équation linéaire, et sur diverses trans¬ 
formations de produits composés d’un nombre indéfini de 
facteurs (C/. D 2 c]. VIII Ivi 

[Fie] 226. Second Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont 

liées entre elles par une équation linéaire (C/. D 2 c) .... VIII 5 o 

[Fie] 227. Mémoire sur l’application du calcul des résidus au dévelop¬ 
pement des produits composés d’un nombre infini de fac¬ 
teurs (C/. D 2c). VIII 55 
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[Fiej 228. Mémoire sur une certaine classe de fonctions transcendantes 
liées entre elles par un système de formules qui four¬ 
nissent, comme cas particulier, les développements dos 


fonctions elliptiques en séries (C/. D2c, F3 ). Vllï 65 

[F3 1 229. Mémoire sur les factorielles géométriques {Cf, D2c) . VIII 76 

fF3J 230. Mémoire sur les rapports entre les factorielles réciproques 
dont les bases varient proportionnellement, et sur la trans¬ 
formation des logarithmes de ces rapports en intégrales 
définies (C/. D2c) . VIII 87 

[F3| 231. Sur la rédaction des rapports de factorielles réciproques 

aux fonctions elliptiques ( C/. D2c) . VIII 97 

[F3J 232. Mémoire sur les fractions rationnelles que Ton peut extraire 
d’une fonction transcendante, et spécialement du rapport 
entre deux produits de factorielles réciproques ( Cf. D2c).. VIII 110 

fF3J 236. Mémoire sur les formules qui servent à décomposer en frac¬ 
tions rationnelles le rapport entre deux produits de facto¬ 
rielles réciproques. VIII i?/?. 

1 Fj Foir [V9] i90, 491, [FS] roip\Tic\ 228. 


CLASSE G. 

(Fonctions hyperelliptiqiies, abélicnnes, fuclisiennes.) 

[ Grlej 126. Sur la détermination et la réduction des intégrales dont les 
dérivées renferment une ou plusieurs fonctions impli¬ 


cites d’une môme variable. VI ï 59 

[Glej 333. Mémoire sur l’application du Calcul des résidus à la re¬ 
cherche des propriétés générales des intégrales dont les 
dérivées renferment des racines d’équations algébriques. X cSo 

|Gle| 334. Mémoire sur le changement de varialiles dans les transcen¬ 
dantes représentées par des intégrales définies, et sur 
l’intégration de certains systèmes d’équations différen¬ 
tielles. X 93 


[Gle] 333, 339. Mémoire sur la détermination complète des variables ) J T 07 
propres à vérifier un système d’équations différentielles.. ( " ] 

[Gle] f'oir [V9] 124. 
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CLASSE H. 

(Éqikafcions différentielles et aux différences partielles; équations fonctionnelles; 
équations aux différences finies; suites récurrentes.) 

J, 3, 4, 5. — Équations différentielles ordinaires. 

Tomes Pages 


[H] 1. (Simple énoncé.) . IV 5 

[Hla] 167. Mémoire sur un théorème fondamental, dans le Calcul inté¬ 
gral. VI 461 

|Hla] 169. Mémoire sur l’emploi du nouveau calcul, appelé calcul des 

limites, dans l’intégration d’un système d’équations diffé¬ 
rentielles . VII 5 

|Hla] 174. Note sur divers théorèmes relatifs au calcul des limites 

(Cf. H7a). VII 5 ç) 

|Hla] 604. Mémoire sur l’application du Calcul infinitésimal à la déter¬ 
mination des fonctions implicites. XI 406 

I Hla] 548. Note sur les conditions de convergence dos séries qui repré¬ 

sentent les intégrales générales d’un système d’équations 
différentielles. XII o.o/f 

|Hla] 549. Addition à la Note précédente. XII 210 

[Hic] 88 . Règles sur la convergence des séries qui représentent les 

intégrales d’un système d’équations différentielles. Appli¬ 
cation à la Mécanique céleste. V 2 L 1 

|H^ c] 100. Mémoire sur la convergence et la transformation des séries. V 36o 

[Hlcj 101 . Applications diverses des théorèmes relatifs à la convergence 

et à la transformation des séries. V 38o 

[Hic] 102. Sur la convergence des séries qui représentent les intégrales 

générales d’un système d’équations différentielles. V 691 


[Hic] 172,175. Mémoire sur les intégrales des systèmes d’équations diiïé- 
renticlles ou aux dérivées partielles, et sur les développe- 
monts de ces intégrales en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes d’un paramètre que renferment les 
équations proposées {Cf. 7aH). 

[Hic] 177. Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses ma¬ 
nières à l’intégration des systèmes d’équations différen¬ 


tielles. VII 71 

[Hic] 438. Mémoire sur l’intégration d’un système quelconque d’équa¬ 
tions différentielles, et, en particulier, de celles qui repré¬ 
sentent les mouvements planétaires. XI i/ii 

[Hic] 439. Suite des recherches sur l’intégration d’un système d’équa¬ 
tions différentielles, et transformation remarquable do l’in- • 
tégrale générale de l’équation caractéristique. XI j43 
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[Hic] 

[Hic] 

IHlc] 

[Hic] 

[Hic] 

[Hlc| 

[Hlg] 


IHlgJ 

IHlgl 

[Hlg] 

IHlgl 

IHlgl 

[Hlg] 

IHlg] 

[Hlg] 

lH2a] 


S47. Sur les avantages qn.o présente l’introduction d’un paramètre 
variable et des notations propres au Calcul des variations 
dans quelques-unes des principales formules de l’Analyse 
infinitésimale. 

S68, 58-4, 585. Méthode nouvelle pour l’intégration d’un système ) 
d’équations différentielles. \ 

586. Sur l’intégration des systèmes d’équations différentielles, et 

spécialement de ceux qui expriment les mouvements des 
astres . 

587. Sur les avantages que présente l’emploi des régulateurs dans 

l’Analyse mathématique. 

588. Méthode nouvelle pour la détermination des mouvements des 

astres (Cf. Xi2) . 

589. Sur l’emploi dos régulateurs en Astronomie (Cf. Ü2). 

343- Mémoire sur les intégrales imaginaires des équations dif¬ 
férentielles, et sur les grands avanlages que l’on peut 
retirer ,de la considération de ces intégrales, soit pour 
établir des formules nouvelles, soit pour éclaircir des 
difficultés qui n’avaient pas été jusqu’ici complètement 
résolues . 

3-4-4. Note sur l’intégration d’un système d’équations différen¬ 
tielles et sur l’inversion de leurs intégrales. 

346. Mémoire sur la continuité des fonctions qui représentent les 

intégrales réelles ou imaginaires d'un système d’équations 
différentielles. 

347. Mémoire sur les diverses espèces d’intégrales d’un système 

d’équations différentielles. 

349. Sur les rapports et les différences qui existent entre les inté¬ 
grales rectilignes d’un système d’équations différentielles 
et les intégrales complètes de ces memes équations. 

550. Sur la nature des intégrales d’un système d’équations diffé¬ 
rentielles du premier ordre. 

552. Sur les rapports différentiels des quantités géométriques, et 

sur les intégrales synectiques des équations différentielles. 

553. Sur la recherche des intégrales monodromes et monogènes 

d’un système d’équations difïorentiellcs. 

571. Sur l’intégration définie d’un système d’équations différen¬ 
tielles. 

178. Note sur une loi de réciprocité qui existe entre deux sys¬ 
tèmes de valeurs do variables assujetties à vérifier des 
équations différentielles du premier ordre, et sur un théo¬ 
rème relatif à ces mêmes équations.. 


Tomes Pafïf" 

XII 1()7 
( 3.L>. 
XII 445 
( 445 

XII 445 

XII 44H 

XII 45u 
XII 4 )') 

X 1 43 

X i5(» 

X I ()(j 
X 171 

X i 8 () 

XII 0.1 î 

XII j.jS) 

XII ‘>.36 

XII .176 

VII 84 
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|H5a] 49, 50, 51, 52. Mémoire sur riiUcgration des équaLioiis linéaires J \ 373 

{Cf. H10b,Tlb). 1 j 398 

, 1 419 

[HSd] 36. Noie sur un théorème d’Analyse, et sur son application aux 

questions de Physique mathématique {Cf T3b). IV Tid» 

|H 5 dJ 446. ^Mémoire sur les systèmes d’équations linéaires différentielles 
ou aux dérivées partielles, à coefficients périodiques, et sur 
les intégrales élémentaires de ces mêmes équations. Xï 193 

|H5d| 449. M. Jugiistln Cauchy présente à l’Académie la suite de ses 

recherches sur l'intégration des éiiuations linéaires à coef¬ 
ficients périodiques. XI 19 S 

|Hlg] Voir [V9j 55L - [H2ca] Voir [V9] 566. 

7, 85 9, 10, lij 12 . — Équations caix clerivécs partielles, fonctionnelles, aux diffe'rences. 


|H7a| 80. Sur l’intégration dos systèmes d’équations différentielles ... V ->.36 

|H7aJ 90. Sur l’intégration des équations différentielles ou aux diffé¬ 
rences partielles. V i >,49 

|H7a] 170. Mémoire sur l’emploi du calcul des limites dans l'intégration 

des équations aux dérivées partielles. VII 17 

[H7a] 171. j\Iémoire sur l’application du calcul des limites à l’intégration 

cr\in système d’équations aux dérivées partielles. VII 33 

I H 8 j 546. ( Simple énonce.) . XII \97 

I H 8 b J 524. ( Simple énoncé. ) ( C/. J 2 c ). XII 79 

|H 8 dJ 161. Note sur l’intégration des équations aux dérivées partielles 

du premier ordre. VI 49.3 

|H 8 d] 162. Sur une intégrale remarquable d’une équation aux dérivées 

partielles du premier ordre. VI 43 1 

|H 8 d] 163. Addition aux deux Notes sur Fintégration d’une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre. VI 444 

lH 8 d] 165. Remarques diverses sur l’intégration des équations aux déri¬ 
vées partielles du premier ordre. VI 456 

|H 8 d| 168. Note sur certaines solutions complètes d’une équation aux 

dérivées partielles du premier ordre. VI 467 

[H9hl 173. Mémoire sur les systèmes d’éqnatiôns aux dérivées partielles 
d’ordres quelconques, et sur leur réduction à des systèmes 

d’équations linéaires du premier ordre. VU ÿi 

|H 9 ha] 164. Mémoire sur l’intégration des équations simultanées aux dé¬ 
rivées partielles. VI 457 

|H9ha] 166. {Simple énoncé.) . VI 460 

IHIO] 204. Recherches sur les intégrales des équations linéaires aux 

dérivées partielles. 1 . VII 983 

[HlOl 206. Remarques sur les intégrales des équations aux dérivées 
partielles, et sur l’emploi de ces intégrales dans les ques¬ 
tions de Physique mathématique ( C/. HlOda ). Vit 3 o «8 
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[HiOb] 
[H 10bJ 


[HlObJ 


iHlObJ 

IHlOb] 

LHlOb] 

IHlOb] 

IHlObl 


IHlObl 

[HlObl 

|H10b| 

IHlObl 

IHlOb] 

|H10b| 

[HlObl 

[HlObl 

|H12b] 

|H12b| 

|H12bJ 

|H12bl 


60. {Simple énoncé.) . 

69. Mémoire sur l’évaluation et la réduction de la fonction prin¬ 
cipale clans les intégrales d’un système d’éc[iialions li¬ 
néaires.■ 

129. Mémoire sur rintégralion des systèmes d’équations aux 
différentielles partielles, et sur les phénomènes dont cette 
intégration fait connaître les lois dans les c]ucstions de 
Physique mathématique {Cf. T2a'). 

132. ( Simple énoncé.) . 

133. Mémoire siirla réduction de la fonclion principale qui vérifie 

une équation caractéristique homogène. 

134. Méthode abrégée pour l’intégration des systèmes d’équations 

linéaires à coelïicicnts constants. 

141. ( Simple énoncé) . 

142, 143, 144. Sur la réduction nouvelle do la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristique homogène, et sur 
les conséquences qu’entraîne cette réduction. 

145. Mémoire sur l’intégration des équations liomogènes en 
tehnes finis. 

154. Note sur la réduction de la fonction principale qui vérifier 

une équation caractéristique homogène. 

155. Addition à la Note insérée dans le compte rendu de la pré¬ 

cédente séance. 

156. Note sur diverses transformations do la fonction principale 

qui vérifie une équation caractéristique homogène. 

157. Addition aux Notes insérées dans les comptes rendus des 

séances précédentes. 

417, 418, 419, 420. {Simples énoncés.) . 

423, 424, 425, 426, 427. {Simples énoncés.) . 

508, 509, 510, 511. {Simples énoncés.') . 

222. Note sur des théorèmes nouveaux et de nouvelles formules 

qui se déduisent de quelques équations symboliques. 

223. Mémoire sur l’emploi des équations symboliques dans le 

Calcul infinitésimal et dans le calcul aux différences finies. 

263. Mémoire sur quelques formules relatives aux différences 
finies. 

544. Sur les intégrales aux différences finies {Cf. Elc). 


Tomes Paçes 

IV 497 


V 

5 

Vf 

‘10'X 

VI 

x31 

VI 

x3x 

VI 

'244 

VI 

•.>.87 


' mS8 

VI 

3 o 3 


( 3 i> 

VI 

326 

VI 

383 

VI 

087 

Vf 

389 

VI 

3 ç)'> 

XI 

7 « 

XI 

H4 

XI 

437 

VIII 

26 

VIII 

28 

vin 

324 

xn 

186 


[H7a] Voir [Hla] 172, 174, 175. -r [HS] Foir [Clc] 
520, 521. - [HlOb] Foir [02] ] 131 ; [C21iJ 153; [HSal 
49, 50, 51, 52; [V9J 159. - [HlOda] Voir [HIO] 206. 
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CLASSE I. 


(Arithmétique et théorie des nombres; analyse indéterminée; théorie arithmétique des formes 
et des fractions continues; division du cercle; nombres complexes, idéaux, transcendants.) 


[ïij 

lOo. 

lîl] 

106. 

fllj 

117. 

[I3c| 

368. 

[I3c| 

369, 

[141 

81. 

[I7aa] 

82. 

[I7aa| 

85. 

[I7cl 

83. 

|I12b| 

122, 

|I12b] 

563. 

[I13bl 

63. 

[Ï13b| 

64. 

|I13b] 

74. 

[I13bJ 

75, 


Sur les moyens d’éviter les erreurs dans les calculs numé¬ 
riques . 

Sur les moyens de vérifier ou de simplifier diverses opéra¬ 
tions de Tari Linné tique décimale. 

Addition au Rapport sur une méthode do calcul, présentée à 
l’Académio par M. Thojer, employé à la Banque do 
France. 

Mémoire sur les facteurs modulaires des fonctions entières 
d’une ou de plusieurs variables. 

Mémoire sur une nouvelle théorie des imaginairi3S, et sur 
les racines symboliques des équations et des éiiuiva- 
lencos {Cf. B 12c). 

Théorèmes divers sur les résidus et les non-résidus quadra¬ 
tiques. 

Méthode simple et nouvelle pour la détermination complète 
des sommes alternées, formées avec les racines primitives 
dos équations binômes. 

Sur quelques séries dignes de remarque, qui se iirésontont 
dans la théorie des nombres. 

Sur la sommation de certaines puissances d’une racine pri¬ 
mitive d’iinc équation binôme, et, on particulier, des puis¬ 
sances qui offrent pour exposants les résidus cubiijuos 
inférieurs au module donné.: 

123. Mémoire sur diverses formules relatives à l’Algèbre et 
à la théorie des nombres {Cf. A3b) . 

Sur une formule très simple et très générale qui résout im¬ 
médiatement un grand nombre do problèmes d’Analyse 
déterminée et d’Analyse indéterminée. 

Sur la théorie des nombres, et en particulier sur les forincs 
quadratiques des nombres premiers. 

Sur la théorie des nombres, et en particulier sur les formes 
quadratiques des puissances d’un nombre premier ou du 
quadruple de ces puissances. 

Théorèmes relatifs aux formes quadratiques des nombres 
premiers et de leurs puissances. 

Observations nouvelles sur les formes quadratiques des 
nombres premiers et de leurs puissances. 
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[I13b] 

[H3b] 

[I13b] 

[122 b] 
[I22b] 

[I22b] 

[I22b] 

[I22b] 

[I22bj 

fI22b] 

[I22b] 

[Ï22b] 

[122b] 

[I22b] 

[I22bJ 

[Ï22bl 

[I22b] 


76. Sur les fonctions alternées et sur diverses formules d’Ana- 

lyse. 

77. Suite des observations sur les formes quadratiques de cer¬ 

taines puissances des nombres premiers. Théorèmes rela¬ 
tifs aux exposants de ces puissances. 

78. Discussion des formes quadratiques sous lesquelles se pré¬ 

sentent certaines puissances des nombres premiers. Ré¬ 
duction des exposants de ces puissances. 

3o4. Note sur quelques propriétés 'des facteurs complexes 
{Cf. I19b). 

3a6. Mémoire sur les racines des équations algébriques à coeffi¬ 
cients entiers, et sur les polynômes radicaux (C/. I22a).. 

358, 359, 360, 361, 362. Mémoire sur do nouvelles formules 
relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le 
dernier théorème de Fermât (Cf. 119b). 

364. Mémoire sur les lieux analytiques. 

365. (Simple énoncé.) . 

366. Mémoire sur diverses propositions relatives à la théorie des 

nombres. 

367. Sur la décomposition d’un nombre entier on facteurs radi¬ 

caux . 

370. ( Simple énoncé. ) . 

371. Mémoire sur les racines des équivalences correspondantes 

à des modules quelconques premiers ou non premiers, et 
sur les avantages que présente l’emploi de ces racines 
dans la théorie des nombres. 

372. Mémoire sur la décomposition des nombres entiers en fac¬ 

teurs radicaux. 

373. Mémoire sur les indices modulaires des polynômes radicaux 

que fournissent les puissances et produits des racines de 
la résolvante d’une équation binôme. 

375, 376, 377. Mémoire sur diverses propositions relatives à la 
théorie des nombres (C/. I19b j. 

378. Mémoire sur l’emploi des racines de Tunitô pour la résolu¬ 
tion des divers systèmes d’équations linéaires. 

5^76. Recherches nouvelles sur la théorie des nombres. 
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TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


CLASSE J. 


(Analyse combinatoire; Calcul des probabilite's; Calcul dos variations; Théorie ge'nérale des groupes 
de transformations [en laissant de côté les groupes de Galois (A), les groupes de substitutions 
linéaires (B) et les groupes de transformations géométriques (P)]; Théorie des ensembles de 
M. Cantor.) 


2. — Calcul des probabilités. 

Tomes Pases 

[J2e] 519. Mémoire sur Tévalnalion d’inconnues déterminées par un 

grand nombre d’équations approximatives du premier 


degré. XII 3(3 

I J2e ] 522. Mémoire sur l’interpolation, ou remarques sur les' remarques 

de M. Jules Bienajmé .'. XII ^3 

[ J2el 523- Sur la nouvelle méthode d’interpolation comparée à la mé¬ 
thode des moindres carrés. XII ^‘3 

|J2el 525. Mémoire sur les coefficients limitateurs ou restriclcurs. XII 79 

[ J2e| 526. Sur les résultats moyens d’observations do meme nature, et 

sur les résultats les plus probables. Xïl 94 

[J2el 527. Sur la probabilité dès erreurs qui affectent dos résultats 

moyens d’observations de même nature. XII 104 

[ J2e] 528, 529. Sur la plus grande erreur à craindre dans un résultat 

moyen, et sur le système de facteurs qui rend cotte plus 
grande erreur un minimum. XII 114 

|J2ej 530. Mémoire sur les résultats moyens d’un très grand nombre 

d’observations. Xîl 120 

[J2cJ Voir [H 8 b] 52i. — [J3J Voir [V9| 250- 


A>. — Théorie générale des groupes de transformations ( Cf. A4a ). 


/ ;>42 

|J4al • 304, 305, 306,307,308. Mémoire sur diverses propriétés rernar- | l 30 1 

quablcs des substitutions régulières ou irrégulières, et , IX ' 368 
des systèmes de substitutions conjuguées (Cf. A4aj.. •. ^ 1 871 

' 388 

jJ4a| 311. Mémoire sur la résolution des équations linéaires symbo¬ 
liques, et sur les conséquences remarquables que cotte 
résolution entraîne après elle dans la théorie des permu¬ 


tations. IX 417 

1 J4al 312. Mémoire sur les substitutions permutables entre elles. IX 43o 


I J4a] 313. Note sur la réduction des fonctions transitives aux fonctions 
intransitives, et sur quelques propriétés remarquables des 
substitutions qui n’altèrent pas la valeur d’une fonction 
transitive. IX 442 
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[J4c] 
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lJ4cJ 
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Tomes Pages 


314. Note sur les substitutions qui n’altèrent pas la valeur d’une 

fonction, et sur la forme régulière que prennent toujours 
celles d’entre elles qui renferment un moindre nombre 
de variables. JX 444 

315. Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de substitu¬ 

tions, et particulièrement de ceux qui sont permutables 

entre eux. IX 449 

316. Note sur les fonctions caractéristiques des substitutions_ IX 466 

317. Mémoire sur le nombre et la forme des substitutions qui 

n’altèrent pas la valeur d’une fonction de plusieurs va¬ 
riables indépendantes. IX 467 

323. Recherches sur un système d’équations simultanées, dont 
les unes se déduisent des autres à l’aide d’une ou de plu¬ 
sieurs substitutions.*... X 56 

321. {Simple énoncé.) . X 5 ” 

325. Sur la résolution directe d'un système d’équations simulta¬ 

nées, dont les unes se déduisent des autres à l’aide d’une 
ou plusieurs substitutions. X 67 

300, 301, 302, 303. Sur le nombre des valeurs égales ou inégales ] ( 277 

que peut acquérir une fonction de n variables indépen- / | 293 

dantes, quand on permute ces variables entre elles d’une 1 J 3oG 

manière quelconque. ) [ 323 

310. Mémoire sur les premiers termes delà série des quantités 
qui sont propres à représenter le nombre des valeurs dis¬ 
tinctes d’une fonction de n variables indépendantes. IX 408 

318. Applications diverses des propriétés établies dans les pré¬ 

cédents Mémoires. IX 482 

319. 320. Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables, et ) | 49 G 

spécialement sur celles qui sont doublement transitives.. ( ( '> 

321. Mémoire sur un nouveau calcul qui permet do simplifier et 

d’étendre la théorie des permutations. X 35 

322. Applications diverses du nouveau calcul dont les principes 

ont été établis dans la séance précédente. X 47 

326. Sur la résolution des équations symboliques non linéaires .. X Gi 

327. Note sur un théorème fondamental relatif h deux systèmes 

de substitutions conjuguées. X 65 

[J4c] Voir [V9] 309. 
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TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


CLASSE K- 

(Géométrie et Trigonométrie [étude des figures formées de droites, plans, cercles et sphères]; 


Géométrie du point, de la droite, du plan, du cercle et de la sphère; Géométrie descriptive; 

perspective.) 

Tomes 

Pages 



j 

[ 382 

[K] 

210, 211, 212. Mémoire sur la synthèse algébrique. 

VII j 

397 




' 409 

|K6a] 

296. ( Simple énonce'.) . 

IX 

2,53 

[K6a] 

297. Sur divers théorèmes de Géométrie analytique. 

IX 

253 

lK6a] 

330. {Simple énoncé.) . 

X 


fK14c] 

399. Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique relatifs 




aux polygones et aux polyèdres réguliers. 

XI 

5 

[K14c] 

401. Note sur quelques propriétés remarquables des polyèdres 




réguliers. . . 

XI 

11 

[K18g] 

248. Addition au Mémoire sur la synthèse algébrique (Cf. K). .. 

VIII 

*97 


[K20b] Foir [U4] 182, 254. 


CLASSE L. 

( Coniques et surfaces du second degré. ) 


fL^Oa] 207. Rapport sur un Mémoire do M. Jmyot relatif aux surfaces 

du second ordre {Cf. V9) . Vil '\F) 

fL^Oa] 208. Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Amyot. .. Vif 341 

[L^Oa] 209. Suite dos Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de 

M. Amyot . VU 377 


CLASSE M. 

(Courbes et surfaces algébriques; courbes et surfaces transcendantes spéciales.) 

[M^c] 215. Remarques à l’occasion d’un Mémoire de M. Binet . VII 44i 


CLASSE O. 

(Géométrie infinitésimale et Géométrie cinématique; applications géométriques du Calcul différentiel 
et du Calcul intégral à la théorie des courbes et des surfaces; quadrature et rectification; cour¬ 
bure; lignes asymptotiques, géodésiques, lignes de courbure; aires; volumes; surfaces minima; 
systèmes orthogonaux.) 


[02a] 152. Note sur divers théorèmes relatifs à la rectification des 

courbes, et à la quadrature des surfaces. 


VI 369 
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Tümee Pages 

202. Sur l’emploi des coordonnées curvilignes dans révaluation 

des surfaces, des volumes, des masses, etc. VII 261 

[05] Voir [V9] 299. 


CLASSE R. 


ique générale; Cinématique; Statique comprenant les centres de gravité et les moments 
nertie; Dynamique; mécanique des solides; frottement; attraction des ellipsoïdes.) 


198J 199. Mémoire sur les dilatations, les condensations et les 
rotations produites par un changement de forme dans un 

système de points matériels {Cf. T2a). 

512, 513. {Simples énoncés.) . 

515. Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments 
linéaires des divers ordres. 

574. Note sur les variations brusques de vitesses dans un sys¬ 

tème do points matériels. 

575. Observations sur la Note insérée par M. Cauchy dans le 

Compte rendu de la dernière séance, par M. Duhamel 

{Cf.V9) . 

577. {Simple énoncé.) . 

[R9b] Voir [V9] 573. — [RSb] Voir [C2h] 442, 


VU 1 

, 

235 

XI 

438 

XII 

5 

XII 

395 

Xll 

398 

Xll 

40^^ 


CLASSE T. 


Physique mathématique; élasticité; résistance des matériaux; capillarité; lumière; 
chaleur; électricité.) 


1 . — Généralités, action des corps voisins; 2. — Elasticité. 

33, 31, 35. Méthode générale propre à fournir les équations de 
condition relatives aux limites des corps dans les pro¬ 
blèmes de Physique mathématique.'.. 

65. {Simple énoncé.) . 

66 . JMômoirc sur la constitution des molécules intégrantes et sur 

les mouvements atomiques des corps cristallisés. 

46. {Smple énoncé^ ... 

47, 48. Mémoire sur les mouvements infiniment petits do deux 

systèmes de molécules qui so pénètrent mutuellement.... 

68. {Simple énoncé.) . 

200. Note sur les pressions supportées, dans un corps solide ou 
fluide, par deux portions de surface très voisines, l’une 

extérieure, l’autre intérieure à ce môme corps. 

213. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures mesurées 
dans un double système de points matériels que sollicitent 
des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. 


lY 1 

f i<)3 

1 

1 199 
, 214 

IV 

5i3 

IV 

5i() 

IV 

343 

.v| 

, 344 

35o 

IV 

520 

VII 

240 

VII 

423 
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TABLE GÉNÉRALE DES MATIÈRES 


Tomes Fages 

[Tlb] 214. Addition au Mémoire sur les pressions ou tensions inté¬ 
rieures, mesurées dans un double système de points ma¬ 
tériels. VII 437 

[Tlb] 294. Observations sur la pression que supporte un élément de 

surface plane dans un corps solide ou fluide. IX 280 

[T2] 293. Notes relatives à la Mécanique rationnelle. IX 221 

8 237 
267 
267 
283 
298 

[T*2a] 43. Note sur la nature des ondes lumineuses et généralement 

de celles qui se propagent dans les systèmes de molé¬ 
cules (C/. T3b) . IV 322 

[T2a] 87. Mémoire sur les deux espèces d’ondes planes qui peuvent 

se propager dans un système isotrope do points maté¬ 
riels. V 219 

[T2a] 201. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées 

dans un ou plusieurs systèmes de points matériels que 
sollicitent des points d’attraction ou de répulsion mutuelle. VII 202 

[T2a] 247, Mémoire sur l’équilibre et le mouvement d’un système de 

molécules dont les dimensions ne sont pas supposées 
nulles. VIII 188 

[T2a] 355. Mémoire sur les mouvements des systèmes de molécules... X 226 

[T2aJ 357. {Simple énoncé.) . X 289 

[T2a] 404. Mémoire sur les douze équations qui déterminent les mouve¬ 

ments do translation, de rotation et de dilatation d’un sys¬ 
tème de molécules. XI 3o 


[T2a] 411. Nouveau Mémoire sur les douze équations qui déterminent 

les mouvements de translation, de rotation et de dilatation 
de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou de 


répulsion mutuelle. XI 57 

[T2a] 413. Mémoire sur le mouvement d’un système de molécules. XI ' 64 

[T2a] 415. {Simple énoncé.) . XI 78 

[T2a] 444. Mémoire sur les intégrales continues et les intégrales discon¬ 

tinues des équations différentielles ou aux dérivées par¬ 
tielles. XI 172 


[T 2 a] 445. Application des principes établis dans la séance précédente 

à la recherche des intégrales qui représentent les mou¬ 
vements infiniment petits des corps homogènes, et spé¬ 


cialement les mouvements par ondes planes. XI i83 

[T2a] 447. Mémoire sur les vibrations infiniment petites des systèmes 

de points matériels. XI 196 
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Tomes Pages 

[T2a] 486. Note sur l’équilibre et les mouvements vibratoires des corps 

solides. XI 346 

[T2a] 531. {Simple énoncé.) . XII 

[T2aP] 239. Rapport sur divers Mémoires de M. de Saint-Venant relatifs 

à la Mécanique rationnelle et à la Mécanique appliquée ... VIII i3i 

fT2ap] 533, 531. Sur la torsion des prismes. XII i36 


|T2c] 79. Considérations nouvelles sur les conditions relatives aux 

limites des corps. Méthode élémentaire propre à conduire 
aux lois générales do la réflexion et de la réfraction des 
mouvements simples qui rencontrent la surface de sépara¬ 


tion de deux systèmes de molécules. V ni 

[T2c] 86 . Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par M. 

hamel, et relatif à l’action de l’archet sur les cordes. V '>.12 

[T2c] 110. Rapports sur deux Mémoires présentés à l’Académie des 

Sciences par M. Duhamel, et relatifs aux vibrations des 

cordes que l’on a chargées de curseurs. V 499 

[T2c] 191. Mémoire sur de nouveaux phénomènes, indiqués par le 

calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et 

en particulier sur la diffraction du son. VII t84 

[T2c] 192. Note sur les principales différences qui existent entre les 

ondes lumineuses et les ondes sonores {Cf. T3b). VII i 9 () 

[T2a] Voir [HlOb] 129; [Rlh] 198,.199; [V9] 416. - 
[T2c] Voir [V9] 487. 


3. — Lumière; 4. — Chaleur. 


|T3b] 2. L ettre à M. le Président de l’Académie des Sciences ... IV 5 

|T3b] 3. Lettre à M. Ampère sur la théorie do la lumière. IV 9 

|T3bJ 4. Notes sur l’Optique, adressées à M. Libri...> ÏV . ii 

|T3b] 5. Lettre à M. Ampère, sur l’explication de divers phénomènes 

do la lumière dans le système des ondes. IV 21 

|T3b] 6 . Deuxième Lettre à M. Libri, sur la théorie de la lumière ... IV 3o 

fT3b] 7. Troisième et quatrième Lettre à M. Libri, sur la théorie de 

la lumière. IV 32 

[T3b] 8. Lettre à M. Libri. IV 89 

[T3b] 19. Mémoire sur les vibrations de l’éthcr dans un milieu ou dans 

le système de deux milieux, lorsque la propagation de la 
lumière s’effectue de la môme manière en tous sens autour 
de tout axe parallèle à une droite donnée. IV 99 


[T3b] 20. Mémoire sur la propagation du mouvement par ondes planes 

dans un système de molécules qui s’attirent ou se repous¬ 
sent à de très petites distances. Analogie de ces ondes 
avec celles dont la propagation donne nàissance aux phé¬ 
nomènes de la polarisation de la lumière et de la double 
réfraction. IV io3 
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[T3bl 

[T3b] 

iT3bJ 

[T3bJ 

[T3bJ 

|T3bl 

[T3b] 

iT3bJ 

[T3b] 

[T3bJ 

lT3b] 

fT3bJ 

|T3b] 

LT3bJ 

[T3bJ 

[T 3b J 


Tomes Pages 

21. Formules extraites des deux Mémoires présentés dans la 

■ séance du 19 novembre.. .. IV 106 


22. {Simple énoncé,) 


23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30. Mémoire sur la réflexion et la 
réfraction de la lumière. 


31. Note sur les propositions établies dans le Compte rendu de 

la séance du ii février 1889 ... 

32. Note sur l’égalité des réfractions de deux rayons lumineux 

qui émanent de deux étoiles situées dans deux portions 
opposées de l’écliptique. 

42. Note sur la quantité de lumière réfléchie sous les diverses 
incidences par les surfaces des corps opaques et spéciale¬ 
ment des métaux. 

44. Sur l’intensité de la lumière polarisée et réfléchie par des 

surfaces métalliques.. 

45. Observations de M, A. Cauchy, sur la Lettre de M. Mac- 

Cullagh. 

53. {Simple énoncé.) . 

54, 55, 56, 57. Mémoire sur la réflexion et la réfraction d’un 

mouvement simple transmis d’un système de molécules à 
un autre, chacun de ces deux systèmes étant supposé ho¬ 
mogène et tellement constitué que la propagation des mou- 
‘ vements infiniment petits s’y effectue en tous sens suivant 
les mômes lois. 

59. Mémoire où l’on montre comment une seule et môme théorie 
peut fournir les lois de propagation de la lumière et de la 
chaleur {Cf. T4b). 

61. {Simple énoncé.) . 

70. Mémoire sur la polarisation des rayons réfléchis ou réfractés 

par la surface de séparation de deux corps isophanes et 
transparents. 

71. Note sur les milieux dans lesquels un rayon simple peut être 

complètement polarisé par réflexion. 

72. Mémoire sur la polarisation incomplète produite, à la surface 

de séparation de certains milieux, par la réflexion d’un 
rayon simple. 

73 . Sur la réflexion des rayons lumineux produite parla seconde 

surface d’un corps isophane et transparent. 


IV IÏ2 
ii3 
122 
t3o 
137 
145 

162 

164 
173 

IV 187 


[V 190 


IV 312 

IV 331 

IV 333 
IV 427 

f 429 

% 

l 468 



IV 491 

IV 498 

V 20 
V 38 


V 39 

V 43 
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Tomes Papes 


[T3b] 80. Considérations nouvelles relatives à la réflexion et à la ré¬ 
fraction des mouvements simples. V iv>o 

[T3b] 136. Mémoire sur la surface caractéristique correspondante à un 

système d’équations linéaires aux dérivées partielles, et 

sur la surface des ondes. VI 

[T3b] 137. Mémoire sur l’emploi des fonctions principales, représentées 

par des intégrales définies doubles, dans la recherebe de 

la forme des ondes sonores, lumineuses, etc. VI 9.67 

[T3b] 140. Note sur la surface des ondes lumineuses dans les cristaux 

à deux axes optiques. VT ^83 

[T3b] 151. Observations relatives à une Note présentée par M. Blan- 

chet . VI 367 

[T3b] 184. Note sur le calcul dos phénomènes que présente la lumière 

réfléchie ou réfractée par la surface d’un corps transpa¬ 
rent ou opaque. Vil 1-27 

[T3b] 185. Méthode abrégée pour la recherche des lois suivant les¬ 

quelles la lumière se trouve réfléchie ou réfractée par la 

surface d’un corps transparent ou opaque. VU 13] 

[T3bl 186. Note sur la diffraction do la lumière. VII i.iq 

[T3bj 187. Addition à la Note sur la diffraction de la lumière. VII i “n 

[ T3b] 188. Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction. VH i '>7 

[T 3 b] 189. Second Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la 

diffraction. VU 170 

[T3b] ' 190. Mémoires sur les rayons diffractés qui peuvent être transmis 

ou réfléchis par la surface de séparation de doux milieux 
isophanes. VIÏ 180 


[T3bj 193. Mémoires sur l’application do l’Analyse mathématique à la 
recherche dos lois générales des phénomènes observés par 
les physiciens, et, en particulier, sur les lois de la polari¬ 


sation circulaire. Vil 200 

|T3b] 195. Théorie de la lumière. VIÏ an 

[T3bl 197. Mémoire sur les lois de la dispersion piano et de la dispersion 

circulaire dans les milieux isophanes.;. VIÏ 9.12 

lT3b] 252. Mémoire sur la théorie de la polarisation chromatique. VIÏI ai3 

[T3bl 379. Note sur la polarisation chromatique. X 872 

[T3b] 394. Note sur la lumière réfléchie par la surface d’un corps 
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[T3b| 414. Mémoire sur les conditions relatives aux limites des corps, 

et, en particulier, sur celles qui conduisent aux lois de la 

réflexion et de la réfraction de la lumière. XI 71 

[ T 3 b ] 428. ( Simple énoncé.) . XI 91 

[T3b] 429. M. Augustin Cauchy présente à l’Académie un Mémoire sur 

les trois espèces de rayons lumineux qui correspondent 
aux mouvements simples du fluide éthéré. XI 92 
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pale, par la surface extérieure d’un cristal à un axe 
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OEwres de C. — S. ï, T. XII. 
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|IJ41 265. Note sur l’application des. nouvelles formules à l’Astro- 

nomie (C/. Dlb). Vlll 348 
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|V91 116. Rapport sur une méthode abrégée de multiplication, pré¬ 
sentée à l’Académie par M. Thoyer {Cf. îi) . VI 49 
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propagation du mouvement dans les milieux élastiques 
cristallisés, et; on particulier à la délimitation des ondes 
{Cf T2a) . VI .toi 

[V9| 159. Notes ajoutées au Rapport qui précède {Cf. H 10b). VI 4o4 
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[V9] 233. Rapport sur un Mémoire de M. Laurent, qui a pour-titre : 
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puissances ascendantes do la variable x » {Cf, D3 ba)... VIII 1 15 
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tracées sur les surfaces (Ç/. 05) . IX 275 

[V9] 309. Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par M. Ber¬ 
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par M. Félix Chio, et qui a pour titre : « Recherches sur 
la série de Lagrange » (C/. D3cy) . X 110 

[V9] 338. Eapport sur une Note de M. d’Adhémar... .■ . X 128 
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[ V9] 490. Rapport sur un Mémoire présenté à l’Académie par M. Her- 
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finies par les équations différentielles d (<?/. Hlg;. XII 243 
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rales, et sur l’accord des théories mathématiques et phy¬ 
siques avec la véritable philosophie-i. IX * 240 

328. Note. X 68 

329. Note. X 69 
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